Metody Systemowe i
Decyzyjne w Informatyce

Wyktad 2a. Podstawowe zadania identyfikacji. Obiekt w klasie modeli



Model w badaniach systemowych

Efekt:

. » nowa wiedza

Wyniki: » nowe obiekty

» procedury zarzadzania
» urzadzenia sterujace

» aparatura pomiarowo-
-kontrolna

> wnioski i hipotezy
» metody projektowania odniesienie wynikoéw
> metody zarzadzania > do obiektu
» algorytmy sterowania
» metody diagnostyczne

zjawisko,
proces, obiekt

eksperyment wyniki
badacz
Cel:
» poznanie
> projektowanie v v
» zarzadzanie - model poréwnanie
» sterowanie

> diagnostyka

itp.
P doskonalenie

(poprawa) modelu [*




Modele matematyczne

s> Model jest uproszczona reprezentacja systemu,
W czasie 1 przestrzeni, stworzona w zamiarze
zrozumienia zachowania systemu rzeczywistego

so Zestaw rOwnan opisujacych badany proces
o ZaleznoSci statyczne
o WlasnosSci dynamiczne - rownania rézniczkowe, réznicowe
o Modele probabilistyczne
so Zestaw prawdziwych zdan logicznych
o Wiedza eksperta



Zadanie Identytikacji

X 4 3




Zadanie identyfikacji

Zadanie identyfikacji - proces tworzenia modelu matematycznego obiektu na
podstawie obiektu

Wejscie Obiekt Wyj écij

A 4

identyfikacji

— Identyfikator &——




Zadanie identyfikacji

Okreslenie obiektu identyfikacji
Okreslenie klasy modeli

Organizacja eksperymentu
Wyznaczenie algorytmu identyfikacji

A

Wykonanie identyfikatora



Ad.]1. Okreslenie obiektu identyfikacji

) Obiekt >
identyfikacji

U - wejscie

Yy -wyjscie

U - zakldcenia mierzalne

7y - zaklocenia niemierzalne



Ad.2. Okreslenie klasy modeli

s> Analiza zjawisk 4 y

s> Analiza danych
pomiarowych
Y

s> Model arbitralny
s> Model oparty na wiedzy eksperta



Ad.2. Okreslenie klasy modeli

s Obiekt w klasie modeli

Uy Obiekt Yn Charakterystyka obiejtu
identyfikacji




Ad.2. Okreslenie klasy modeli

s> Wybor optymalnego modelu

u, Obiekt Y, r Y
identyfikadji ! Charakterystyka
Ocena réznicy obiektu
omiedzy wyjsciem |
R o
1 Model Yy LT .
Yo | A :
u, ]
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Ad.3. Organizacja eksperymentu

Obiekt statyczny

Charakterystyka
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Ad.3. Organizacja eksperymentu

Obiekt dynamiczny
U, =u®l,. Y, ={ymh, .

Obszerwacje dyskretne
tl,tZ,"',tN ,tn S [to T], n 21,2, ...,N

Uy ={U(tn)}r’:l=p YN ={Y(tn)}rl?l=1-

Dynaamiczny obiekt dyskretny
N N
U N — {un}nzl’ YN - {yn }nzl )
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Ad.3. Organizacja eksperymentu

Ciagly obiekt dynamiczny
Dla sygnalu wejsciowego {u(t)}; rejestrujmy odpowiedni sygnat wyjsciowy {y(t)}

fo

lub w wybranych chwilach t, <t <...<ty <T obserwujemy odpowiednio ciag
N

wejse fu(t, IV, 1 wyjse {y(t, )1V,

y(t)




Ad.3. Organizacja eksperymentu

s> Eksperyment pasywny

o Sygnaly wejSciowe : Uy, {U(t)}tTo , {U(tn )}:LO ; {Un}rio sq tylko
obserwowane

s> Eksperyment aktywny

o Sygnaty wejsciowe : Uy , Ul , )}, , U}, moga by¢
zaprojektowane (zaplanowane)
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Ad.4. Wyznaczenie algorytmu identyfikacji

Wejscie { Obiekt Wyjécie>
identyfikacji
Identyfikator
—> <—
Y, (U v Y ) U, — Seria pomiarowa wejs¢

Y, — Wyniki pomiarow wyjsc
@ W\ — Algorytm identyfikacji
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Ad.4. Wyznaczenie algorytmu identyfikacji

i Q(a)=Z(yn —au,)”

N
Doy,
a* _ n=1

n Zuﬁ
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Ad. 5. Wykonanie identyfikatora

s> Algorytm identyfikacji
o Program komputerowy
o Realizacja sprzetowa
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Typowe zadania identyfikacji

s> Zadanie identyfikacji - proces tworzenia modelu
matematycznego obiektu na podstawie obiektu

s> Wyznaczenie parametrow charakterystyki obiektu

s> BEstymacja parametrow charakterystyki obiektu

s> Wybor optymalnego modelu problem deterministyczny
s> WyboOr optymalnego modelu problem probabilistyczny

18



Podstawowe zadania identyfikacji

podsumowanie

' [ [ Wybor optymalnego modelu 5 *
5 Obiekt w klasie modeli y pty g y = CI)(U, ‘9N )
N 4, Obiekt | ¥ * ( *) -
t _ e — 6, — 6, |]=min 0
e —»un F(u,0) —»y" Uy = [ul U, - UN]’ dentyfikacj '\;; QN N 0 QN( )
mo Yo=ln v - vl 0x(6) — 0y =Y, (U N TN )
] y, = F(u,,0), o ] Ug=[u, u, - uy)
i n=12,...,N yerl) - .YN:[yl Yo o yN]
S (»=Fluo) N Model jest optymalny:
! [ YN = IE(U N s 0) + dla zadanej serii pomiarowej
3:/ " ; df ; N . przy]:(gtego modelu.
: 0=F"UnYn)= Uy Y)| + prayjetego wskaznika
n i : § jakosci identyfikacji
y ! ] W o\ o
o, z, Metody: vy = ,
= Najmniejszych
kwadratow
H Y W »" Maksymalnej
F(M o w) i h(y Z) wiarogodnosci
I(; = Bayes'a
S g yw Oy ="y (U o Wi -
0 :
v =Fl6,0),
w W=, ~
y .
I . N .V:""(”sgsﬁ’}- . y= F(U,H,a))
w7 § o Petna informacja Niepefna informacja
it e = ST UT0) S NOS! ! = Regresja | rodzaju + Estymacja wskaznika jako$ci
oo T § | = Regresja Il rodzaju + Estymacja parametrow rozktadu
. : . « Estymacja rozktadu 19
3 u, o u, Un




Metody Systemowe i
Decyzyjne w Informatyce

Wyktad 2a. Podstawowe zadania identyfikacji. Obiekt w klasie modeli



Obiekt w klasie Modeli
Przypadek deterministyczny

X 21 3

Wyznaczanie Parametrow Obiektu




Typowe zadania identyfikacji

Obiekt
Identyfikagji

Znana Nie jest znana
charakterystyka charakterystyka
_______ obiektu | | ______obiektu______|
Obiekt Wybor
w klasie Optymalnego
modeli modelu
Pomiar bez Pomiar z Obiekt Obiekt
zaklocers zakl6ceniami deterministyczny losowy
Wyznaczenie Estymacja Wybor Wyboér
parametrow parametrow optymalnego optymalnego
charakterystyki charakterystyki modelu problem modelu problem
obiektu obiektu deterministyczn probabilistyczny
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Podstawowe zadania identyfikacji

podsumowanie

' [ [ Wybor optymalnego modelu 5 *
5 Obiekt w klasie modeli y pty g y = CI)(U, ‘9N )
N 4, Obiekt | ¥ * ( *) -
t _ e — 6, — 6, |]=min 0
e —»un F(u,0) —»y" Uy = [ul U, - UN]’ dentyfikacj '\;; QN N 0 QN( )
mo Yo=ln v - vl 0x(6) — 0y =Y, (U N TN )
] y, = F(u,,0), o ] Ug=[u, u, - uy)
i n=12,...,N yerl) - .YN:[yl Yo o yN]
S (»=Fluo) N Model jest optymalny:
! [ YN = IE(U N s 0) + dla zadanej serii pomiarowej
3:/ " ; df ; N . przy]:(gtego modelu.
: 0=F"UnYn)= Uy Y)| + prayjetego wskaznika
n i : § jakosci identyfikacji
y ! ] W o\ o
o, z, Metody: vy = ,
= Najmniejszych
kwadratow
H Y W »" Maksymalnej
F(M o w) i h(y Z) wiarogodnosci
I(; = Bayes'a
S g yw Oy ="y (U o Wi -
0 :
v =Fl6,0),
w W=, ~
y .
I . N .V:""(”sgsﬁ’}- . y= F(U,H,a))
w7 § o Petna informacja Niepefna informacja
it e = ST UT0) S NOS! ! = Regresja | rodzaju + Estymacja wskaznika jako$ci
oo T § | = Regresja Il rodzaju + Estymacja parametrow rozktadu
. : . « Estymacja rozktadu 23
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Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu
y y
__ "l Obiekt Yn
Identyfikac;ji
y=F(u,0)
Yo [ :
: u

24



Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu

so Sformutowanie problemu

Charakterystyka statyczna obiektu: Yy =F(u,0)

F - znana funkcja

U - wektor wejsc¢ Uue U c R° U - przestrzen wejsc
Y - wektor wyjs¢ ye¥/ <R & - przestrzen w yjsc
0 - nieznany parametr charakterystyki obiektu 6 e ® — %R

® - przestrzen parametrow

25



Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu
U, Y
_ "0 Fwo) "
. A7V
Pomiary:
UN:[ul u, -- UN:'
YN:[yl Y, - YN:
\y:F(u,Q)
%




Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu

Punkty pomiarowe pokrywaja si¢ z punktami z charakterystyki
obiektu, zatem dla kazdego pomiaru prawdziwe jest rOwnanie:

yn:F(un99)9 n:],Z,...,N

W zawartym zapisie ma ono postac:
[yl Y2 o yN]:[F(ul’Q) F(UZ'H) F(UN’H)]

Oznaczajac przez: o
[F(u;.6) F(u;.6) - Fluy.0)]=FUy.0)

Uklad réwnan przyjmuje postac:

Yy =FUy.0)

27



Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu

Rozwigzanie (rozwiktanie) rownania Yy =F(Uy,0) wzgledem parametrow
¢ daje algorytm identyfikacji tj.:

_ df
0=F'Un.Yn)=¥nUn.Yn)

gdzie:

F~' - Funkcja odwrotna wzgledem ¢

vy - Algorytm identyfikacji

Liczba koniecznych pomiaréw N - spetnia warunek: N x L > R
System jest identyfikowalny jezeli istnieje taka seria pomiarowa wejs¢ Uy
(seria identyfikujaca), ktéra wraz z odpowiednig serig pomiaréw wyjsc Yy

jednoznacznie okresla wektor parametréow 0, czyli istnieje jednoznaczne
rozwiazanie wzgledem 0 réwnania: Yy =F(Uy,6)

28



Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu - Przyklad

Przyklad
Model y=F(u,0)=06"f(u)
gdzie: D) oY

(2 (u) 0(2)

() o

Z warunkiem: N =R

29



Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu - Przyklad

Dla danego modelu uktad réwnan wynikajacy z pomiar6w ma postac:

yn:ng(un), n:],2,...,R

A w zwartej postaci :

Vaoly, v - yel=loT ) 6T 6@s) - 67 f(up)]

lub

30



Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu - Przyklad

gdzie: fUR)=[F(u) flu) - flup)]

Warunek identyfikowalnosci: d et[f_T U, )] 20

Algorytm identyfikacji ma postac:
0= \PR(U R ’YR): [fT (U R)FYRT

31



Wyznaczenie parametré6w charakterystyki

obiektu - Przyklad

Szczegdlny przypadek: f(u)=u, charakterystyka liniowa.
W tym przypadku uklad rownan ma postac:

Yg =URO
a, algorytm identyfikacji:

I
0=¥\Ug.Yr)= [UET YR
z warunkiem identyfikowalnosci: det[U,]#0

32



Obiekt w klasie modeli
Przypadek Probabilistyczny

X 33 3

Estymacja parametrow modelu




Typowe zadania identyfikacji

Obiekt
Identyfikagji

Znana Nie jest znana
charakterystyka charakterystyka
_______ obiektu | | ______obiektu______|
Obiekt Wybor
w klasie Optymalnego
modeli modelu
Pomiar bez Pomiar z Obiekt Obiekt
zaklocerr zakl6ceniami deterministyczny losowy
Wyznaczenie Estymacja Wybor Wyboér
parametrow parametrow optymalnego optymalnego
charakterystyki charakterystyki modelu problem modelu problem
obiektu obiektu deterministyczn probabilistyczny
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Podstawowe zadania identyfikacji

podsumowanie

' [ [ Wybor optymalnego modelu 5 *
5 Obiekt w klasie modeli y pty g y = CI)(U, ‘9N )
N 4, Obiekt | ¥ * ( *) -
t _ e — 6, — 6, |]=min 0
e —»un F(u,0) —»y" Uy = [ul U, - UN]’ dentyfikacj '\;; QN N 0 QN( )
mo Yo=ln v - vl 0x(6) — 0y =Y, (U N TN )
] y, = F(u,,0), o ] Ug=[u, u, - uy)
i n=12,...,N yerl) - .YN:[yl Yo o yN]
S (»=Fluo) N Model jest optymalny:
! [ YN = IE(U N s 0) + dla zadanej serii pomiarowej
3:/ " ; df ; N . przy]:(gtego modelu.
: 0=F"UnYn)= Uy Y)| + prayjetego wskaznika
n i : § jakosci identyfikacji
y ! ] W o\ o
o, z, Metody: vy = ,
= Najmniejszych
kwadratow
H Y W »" Maksymalnej
F(M o w) i h(y Z) wiarogodnosci
I(; = Bayes'a
S g yw Oy ="y (U o Wi -
0 :
v =Fl6,0),
w W=, ~
y .
I . N .V:""(”sgsﬁ’}- . y= F(U,H,a))
w7 § o Petna informacja Niepefna informacja
it e = ST UT0) S NOS! ! = Regresja | rodzaju + Estymacja wskaznika jako$ci
oo T § | = Regresja Il rodzaju + Estymacja parametrow rozktadu
. : . « Estymacja rozktadu 35
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Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

Niemierzalne Zaklocenia
wielkosci | o poiarowe| 7
losowe
Uy Obiekt Vn System Wi
—> . . .. > . >
Wejscie identyfikacji Wyjscie | pomiarowy Wynik
pomiaru
Algorytm |
estymacji

Estymata l 0,
parametrow
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Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

so Zaklocony pomiar wielkosci fizyczne;




Oy

> Y(Vy) ——
)
h(6, z

VA QN

Wy o
)
" Y(Vy
ol ' (U, -
h(6, z)



Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

Niemierzalny losowy parametr w obiekcie oraz zakl6cony
pomiar wyjscia

Zaklécenia
pomrowe\ z,

“n | Obiekt Yn | System Yo
Wejscie identyfikacji Wyjscie pomiarowy Wynik
pomiaru
S| Algorytm |
estymacji

Estymata l 0,
parametrow
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Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

s> Obiekt deterministyczny, zaktécony pomiar wyjscia

-

S /) S AT () R SN
gdzie:
UN:[ul U - UN]
o P Uy y) |-
WN:[Wl Wp oo WN]
19]\/’ Y, - algorytm estymagji

6, - estymata parametru ¢



Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

s> Pomiar wyjScia obiektu z zakl6éceniami pomiarowymi

A y’W




Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

Niemierzalny losowy parametr w obiekcie oraz zakl6cony
pomiar wyjscia

Niemierzalne Zakdocenia
wielkosci w, poiar
losowe
Uy Obiekt Vn System Wi
_> . . oo > . >
Wejscie identyfikacji Wyjscie | pomiarowy Wynik
pomiaru
N Algorytr.l} -
estymacji

Estymata l 0,
parametrow
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Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

s> Niemierzalny losowy parametr w obiekcie

lwn

— F(U,Q,(())

— lPN(UJ\HYN)

Lo

gdzie:
UN:[ul u, - UN]
Yo=[y, Y. - Yl

Y, - algorytm estymagji

6, - estymata parametru &



Niemierzalny losowy parametr obiektu

s> Pomiary z obiektu z losowo zmiennym parametrem

J.i'

A

_ " Fwee) B

H, o, T,



Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

Niemierzalny losowy parametr w obiekcie oraz zakl6cony
pomiar wyjscia

Niemierzalne Zaklocenia
wielkosci | 4 poiarowe|
losowe
Uy Obiekt Vn System Wi
_> . . oo > . >
Wejscie identyfikacji Wyjscie | pomiarowy Wynik
pomiaru
. Algorytm -
estymacji

Estymata l 0,
parametrow
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Zaklocony pomiar wielkosci fizyczne;
X 46 B




Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

so Sformutowanie problemu l z,
0 % 0y

—  h0.z2) —— v (r,) —

Opis systemu pomiarowego: YV = h(@ , Z)

gdzie: ve?’ h -znana funkcja, wzajemnie jednoznaczna wzgledem z
h:0xZ > 2=h(6,v)
Przyklady funkcji h:  v=h(8,z)=0+z
v=N(0,2)=6-z

Y - przestrzen pomiarow( dim@=dimz =L )



Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

s> Stormutowanie problemu l z,
0 v, QN

— h(@,z) > IPN(VN) NG

Zakl6cenia pomiarowe:

Z, -warto$¢ zmiennejlosowej Z zprzestrzeni X

f, (Z) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej Z

0 - obserwowany wektor wielkosci, wartoé¢ zmiennej losowej 6, 0 € ® < R"

f, (H) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobieristwa zmiennej 6

Wyniki pomiaréw: V, =[V1 vV, .- VN]



—| h(6,2) >

b [ (u, 6, 2)

Y(Vy) ——

Y(Vy) —

h(6, z)




Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

Poszukujemy algorytmu estymacji:

QN =Yy (VN)

s» Mozliwe rozwiagzania:
o Metoda najmniejszych kwadratow
o Metoda maksymalnej wiarogodnosci
o Metody Bayes’a



Metoda najmniejszych kwadratéw

Zalozenia:

v=h(#,2)=6+12 - zakl6cenia addytywne

E[Z] =0 - wartos¢ oczekiwana zakldcern wynosi zero

A

Var [; ] < o - skonczona wariancja zaktécen
yA

Empiryczna wariancja zaktécen:

1Q 2
Var,, (V. 0) =+ 3" (v, - 0)
N n=1
Algorytm estymacji otrzymujemy minimalizujagc empiryczng wariancje zakiocer:
Algorytm estymaciji:
6, =¥,V,) - Vvar,(V,,6,)=minvar,(V,,0) 1

N
0c® —
QN - W Z Vv,
n=1



Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

s> Stormutowanie problemu l z,
0 v, QN

— h(@,z) > IPN(VN) NG

Zakl6cenia pomiarowe:

Z, -warto$¢ zmiennej losowej Z z przestrzeni X

f, (Z) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej Z

V= h(@ , Z ) - system pomiarowy opisany jest dowolng funkcja h, wzajemnie jednoznaczna
wzgledem z

Wyniki pomiaréw: V, =[V1 vV, .- VN]



Metoda maksymalnej wiarogodnosci

X - Zmienna losowa

fx (x, 9) - Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa

6 - Nieznany parametr funkgji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa

[xl,xz, ] = X - Ciag niezaleznych obserwacji zmiennej
losowej
L(Xy,0) £ ‘ ‘fx(xn,g) - Funkcja wiarogodnosci
n=1

Oy - Estymator nieznanego parametru @

Oy = Y(Xy) » L(Xy,0y) = mélx L(Xy,0)



Metoda maksymalnej wiarogodnosci

Zalozenia: l “n
0 V

— h(@,z) —

V= h(@, Z ) - system pomiarowy opisany jest dowolng
funkcja h, wzajemnie jednoznaczna
wzgledem z

Posta¢ funkcji gestoéci rozkladu prawdopodobieristwa zaktécen f, (Z) jest znana

Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa obserwowanej zmiennej losowej v

oh*(0,v)
fV(V, 9): ,I;Z (hz_l(Q,V))‘Jh" gdzie: \]h = a(v )

gdzie: J, -Jacobian, macierz przeksztalcenia odwrotnego.

Wyniki pomiaréow: V =[V1 vV, - VN]

Funkcja wiarogodnosci ma postac’:
N

Ly (Vy,0) Hf )=T1f.:6.v,))3,)

n=1



Metoda maksymalnej wiarogodnosci

Algorytm estymacji otrzymujemy w wyniku maksymalizacji
funkcji wiarogodnosci:

O\ :‘PN(VN) — LN(VN’HN):maXLN(VN"g)

=0



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przyklad 1 ,

Charakterystyka systemu pomiarowego: 0 v,
v=h(8,2)=6+1

Gestos¢ rozktadu prawdopodobieristwa zakldcen:

e e

Opis systemu pomiarowego:

v=h(a,z)=a+z z=h*(6,v)=v—-6

Macierz Jakobiego:

-1
) = ahza(é’,v): d (v—6)=1
Vv dv

56



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przykiad 1

Gestos¢ rozktadu prawdopodobietistwa :

(v 6,):0 \1/5 exp{_ (V_i;mZ)z}'”

z

Funkcja wiarogodnosci:

Algorytm estymagji:

57



Metoda maksymalnej wiarogodnosci

s> Przyklad , 12”

—  Wo,z) —

1 for zel0,1]

Opis zaktocen: fz (Z) = {O for 7 [O 1]

Opis systemu pomiarowego: V = h(@ , Z) =01 (9 > O)

Z = hz‘l(ﬁ,v):%



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

Przyklad c.d. I i

79 0 v

z=h, 1(9,V)=% — o)
Macierz Jakobiego: 1 v
oh*(6,v) d 1 = for —€[0,1]
o= Z8(\/ V):dv(gjzg f,(v.0)=1 ¢ Hv
0 for ¢ [0,1]

.

Funkgcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa obserwowane;j
zmiennej losowej: t £ (0, 6)

§
forv=2~0

1
0
\0 forv <@

fv ('U, 9)=<




Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przyklad ‘ z

0
Funkcja wiarogodnosci: —  4(6,2) A
iN for vn=12,..,N v €[0,6]
L (vy.0)=1°
0 for In=L2,...N v, &[0,6]
fo(n, )1
Ly(Vy,6) fo(Vn, ) (1

Jor O>maxiv, |

1<n<N

0 /»r O<max{v |

1<n<N




Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przyklad lzn

Algorytm estymacji:

Interpretacja:



Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

so Sformutowanie problemu l .

0 v, 0
— #0,z) —— v (V) RS

Zakl6cenia pomiarowe:

Z, -warto$¢ zmiennejlosowej Z zprzestrzeni X

f, (Z) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej Z

0 - obserwowany wektor wielkosci, wartoé¢ zmiennej losowej 6, 0 € ® < R"

f, (H) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobieristwa zmiennej 6

Wyniki pomiaréw: V, =[V1 vV, .- VN]



Metody Bayes’a

—  h6,z) ——

Zalozenia:

V= h(@, z ) - system pomiarowy opisany jest dowolna funkcja, wzajemnie jednoznaczna
wzgledem z
O - obserwowany wektor wielkosci, wartoé¢ zmiennej losowej 6, 8 ® < R"

Postacie funkcji gestosci rozkladéw prawdopodobienstwaf, (Z) oraz f, (9) sg znane .

Wyniki pomiaréw: V) =[V1 V, - VN]

=¥ (Vy)



Metody Bayes’a

6 — wartosC zmiennej losowej 0

. . _ R
6 — zmienna losowaciagla — 0 € Z cR

fo(8) — funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa

0 — zmienna losowa dykretna— 0 € 2 ={04,6,,-, 0k, }

pr =P(@ =06,),k=1,2,---,K — gesto$¢ rozkladu
_ prawdopodobienstwa
6 - mozliwa decyzja

L(6,0 ) — funkcja strat, np: L(6,0) = (8- 5)2

L(6,6) =2 |[6-6]
L(6,0)2-5(6-0),6,(6-6),



R(9)=E, (L(B, ] )) - Ryzyko podjecia decyzj
R(0)=[z L(6,0 )fs(6)d6  Diazmiennej losowe; ciagtej
R(0)=XK_, L(6k,0 )px Dla zmiennej losowej dyskretnej
9* - R(6") = min R(0) Decyzja optymalna

Dla: L(6,8)2(0-8)°
R()=f5 (6 —8)"fa(6)d6 — 0" = [ 0f,(6)d6 = Eg(6)
Dla: L(6,6)2-5(6-0)

R(0)=Jz —6(6—8)fs(6)d8 = —f4(8) > 6" - ming (—f4(8) ) =maxg f,(0)



Metody Bayes’a

Teraz decyzja zalezy od pomiaréw Vy = v, v, - v] l z,
= p .
9=y o |
Zalozenia:
V= h(9 Z) - system pomiarowy opisany jest dowolna funkcja, wzajemnie jednoznaczna

- = wzgledem z
0 - obserwowany wektor wielkosci, warto$¢ zmiennej losowej 6, 80 C RR

Postacie funkcji gestosci rozkladéw prawdopodobienstwaf, (Z) oraz f, (9) sg znane .

Dana jest funkcja strat L(@, 0 ) , gdzie 4 jest wartoscia estymaty obserwowanej wielkosci.
: .\ df — —
v R()= B Ll.a=%,))- gj i L(0,%(V,)f(6.v, ) dodv,

gdzie: f 6.v,) taczny rozktad prawdopodobieristwa

f (Q’VN ): f ’(H’VN )f ”(VN )

gdzie f'jest warunkowg, a f” brzegowa funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa



Metody Bayes’a

Problem: \PN —> R(\PN )= m_in R(@)

jj 0,%(V,)) f'(6Vv, )de (v )dv,
r(é,VN):E[L(Q,é_?)’VN]:J- (99 E\% )) (H’VN)

gdzie: I' -ryzyko warunkowe

Problem sprowadza si¢ do nastepujacego zadania :

Oe

O =¥y (V) > 1(6,.Vy)=minr(oV,)



Metody Bayes’a

Gdzie funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienistwa a posteriori:

| LT 1.4l0)
@) 1 0ul0KE (1 (o) 1,00

f,(0 )ﬁ (o, vn>)|J O] Lhe),

n=1 n=1

const

N

flovy) a £ 106w,

n=1



Metody Bayes’a

so Przyklad z,

V4
Opis zaklécen: fz (Z) = EXP| —

Rozklad prawdopodobienstwa:

fe(é?)z L exp{ 200 }

Opis systemu pomiarowego:

v=h(6,2)=0+z, z=h'(6,v)=v-0

Funkcja strat: — —

L(0,0)=-5(0-0)



Metody Bayes’a

s> Przyklad

-1
I, _oh(0,v) _ d v—6)=1

oV dv

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienistwa obserwowanej zmiennej:

1 v—0Y |
fv(V“g):O_\/ZeXp _(202) ‘1'

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodob1enstwa a posteriori

flove) « 1l )Hf(‘l(ev AR

Macierz Jakobiego:




Metody Bayes’a

s> Przyklad

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobieristwa a posteriori po przeksztalceniach:

Fov) @ 1) TTE00w)-

N — 2
_ 1 R (o-m,) 5
o,N2m \ 0,27 20, = 207

Dla funkgji strat: L(@, 0 ) =—0 (0 -0 ) ryzyko warunkowe:

q

(0w )=ElLe o= [Lo.0 =P v, )ao =10V @

) T L E}Nexp{—(eg”k)z—i(vn‘?z}



Metody Bayes’a

s> Przykiad

W wyniku minimalizacji ryzyka warunkowego otrzymujemy algorytm estymacji:

O-z n=1
Oy ="y (VN ): 2
o)
1+ =% | N

GZ

Dyskusja:

1° N - mata liczba pomiaréw 22 N—>o

(O'Z >> (79) - pomiary bezwartoSciowe (O-z <0 0) - dobre pomiary

~ 1
6, =m, NZ:;



Estymacja parametow obiektu z
zakl6conym pomiarem wyjscia
X /13 B




Pomiar wyjscia z zakl6ceniami oraz

losowo zmienny parametr obiektu

Pomiar wyjscia z zakl6éceniami oraz losowo zmienny
parametr obiektu




Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

s> Przypomnienie 1
0 v
— Hes) e w0
Oy =¥y (VN )

s» Mozliwe rozwiazania:
o Metoda najmniejszych kwadratow
o Metoda maksymalnej wiarogodnosci
o Metody Bayes’a



Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

s> Pomiar wyjScia obiektu z zakl6éceniami pomiarowymi

A y’W




Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

so Sformutowanie problemu

Charakterystyka statyczna obiektu: y=F (U, 9) 1 z,
Opis systemu pomiarowego: W= h(y,z) e F («,0) T, h(y,z) S
gdzie: w — wynik pomiaru W e 9/

h - funkcja wzajemnie jednoznaczna

wzgledem z, gimy =dimz=L o P U T) |
h: & x X > 2=h(y,w) [
YY)~ - przestrzen pomiaréw

Zaklécenia pomiarowe

Z, -wartos¢ zmiennej losowej 2 X - przestrzen zakloceri

f, (Z) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa zaktocen
6 - warto$¢ zmiennej losowej 8  ~0Of przestrzen parametrow

f@ (9) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa parametrow

Wyniki pomiaréw: y L =u

1 Uy oo UN]’ WN:[Wl W, - WN] !



—| h(6,2) >

b [ (u, 6, 2)

Y(Vy) ——

Y(Vy) —

h(6, z)




Estymacja parametréw charakterystyki

statycznej obiektu

Poszukujemy algorytmu - F(u,0) 2 h(y.z) g
estymacji: 6, =¥ (U W)

Y

&UN(UNaWN) <

B

s> Mozliwe podejScia:
o Metoda najmniejszych kwadratow
o Metoda maksymalnej wiarogodnosci
o Metody Bayes’a
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Przypadek jednowymiarowym
wyjsciem L =1

Zalozenia: — F(u.9)
W= h(y, Z)=Yy+17 - zaklécenia addytywne

E[Z] =0 - warto$¢ oczekiwana zaklécen réwna zero

Var [Z ] < oo - skoniczona wariancja zaklocen
yA

Es_tymator metoda najmniejszych kwadratow otrzymujemy minimalizujac
empiryczng wariancje zaklocen :
N

Var,, (U, ,W, ,9)=iZN:(Wn -y, ) :%Z(Wn ~F(u,,0))

N n=1 n=1

Algorytm estymacji otrzymujemy w wyniku rozwigzania zadania:

HN:‘PN(UN’WN) — Vaer(UN’WN’HN):rpigvaer(UN’WN’e)

80



Metoda najmniejszych kwadratéw

Przypadek z wielowymiarowym wyjsciem L dekomponujemy na L zadan
z jednowymiarowym wyijsciem:

1
W o
@ W
F(l)(u,ﬁ) Yo :é+ ,
u oW u (2) w'?
— F(u,0) 4 > = : > F@(u,0) 4 > —

. z\
(L) L
(L) yn + Wr(1 )
F(u,6) >

+

81



Metoda najmniejszych kwadratéw

s> Przyklad Z,

— 0Tt (u) -

y=F(u,0)=6"1(u)

W rozpatrywanym przykladzie empiryczna wariancja zaktéceri ma postac:

Var,, (U,\I W, ,6’):%%(% — yn)2 =%ZN:(Wn -0' f(Un))2

n=1 n=1

W wyniku minimalizacji powyzszego otrzymujemy algorytm estymacji:

6, :xpN(uN,wN){i f(un)fT(un)Tiwnf(un)

82



Metoda maksymalnej wiarogodnosci

Z n
Zalozenia l

Wn
"0 Fwe) B hyz) b/

Charakterystyka statyczna obiektu: y=F (U, 9) - znana funkcja

Z, - zaklocenia pomiarowe sg niezalezng wartoscia zmiennej losowej Z,
dla ktorej znany jest gestosc rozktadu prawdopodobienstwa T, (Z

W= h(y, Z ) - sposOb naktadania sie zakl6cen na mierzone wyjscie opisani jest
funkgji h, ktora jest wzajemnie jednoznaczna wzgledem zakl6cen

Dla zadanej serii wejs¢ U,,N=1,2,..., N otrzymujemy wyniki zakt6conego

pomiaru wyjs¢ W,,n=12,..., N

83



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

Zakl6cone wyniki pomiaréw wyjscia W, sa wartosciami zmiennej losowej W, ktorej
funkcje gestosci rozktadu prawdopodobieristwa nalezy powiazaé z systemem
pomiarowym oraz obiektem identyfikacji. Zmienna losowa W jest wynikiem
przeksztalcenia zmiennej losowej Z w systemie pomiarowym z uwzglednieniem
charakterystyki obiekty, tj.: W = h F u )5 , zatem funkcje gestosci rozkladu
prawdopodobieristwa zmiennej losowe] w— f (W, 0;U) wyznaczamy:

f(w,6;u)= . (0, (F(u,0) w))-|3,|

oh*(y,w)

gdzie: J, - macierz Jacobiego J, = Fw

Funkcja wiarogodnosci ma postac’

L, (W,,0U,) Hf w,e;un):ﬁfz(hgl(F(un,e),wn))\Jh\

W wyniku maksymalizacji funkc]l W1arogodnoéci otrzymujemy algorytm estymagji:

Oy :LPN(UN’WN) — LN(WN1‘9N;UN):rygaXLN(WN’H;UN)
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Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przyklad 1 Zn
Charakterystyka statyczna obiektu: u, Y, o+ A

y=F(u,0)=0"1(u) o 1)

Gestos¢ rozktadu prawdopodobieristwa zakldcen:

1 (z-m,) |
f(2)= _e-n,
) o,N2x exp{ 20,

Opis systemu pomiarowego:

w=h(y,z)=y+z z=h*(F(u,0)w)=w-6"f(u)

Macierz Jakobiego:

OW dw 85



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przykiad 1

Gestos¢ rozktadu prawdopodobietistwa :
T 2
fW(W,Q;U)= 1 X |:_ (W_H f(u)_mz) }1‘

Funkcja wiarogodnosci:

Ly (WNaQ;UN):ﬁ L EXDIZ— (Wn_eT fo(_un)_m2)2:|

o,\2x 207
w0, ] exp[ijwn_@;(gn)_m)z]



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

= Przykiad 2 l I

un yn Wn
— % Fu9) |I—— hy,z) —n

Charakterystyka statyczna obiektu:
y=F@U,0)=6u (6>0)
Funkcja gestosci prawdopodobienistwa zaklécen:
9 SR PIETEP {1 for ze(0,1]

f.(2)= 0 for z¢|[0,1]

Dodatkowe zatozenie: Yn=12,..., N u,>0

Opis systemu pomiarowego:

w=h(y,z)=h(F(u,0).z)=0uz z=h'(F(u,6)w)=



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

W
so Przyklad 2 c.d. z=n"(F(u,6),w)= m
u
Mac_ilerz Jakobiego: ( Hi for Hﬂ . [0, 1]
thahz (F(u,@),w):dd (szl f (wo:u)=] 0! V\L/l
ow wigu) ou 0 for 9—95[0,1]
u
Gestos¢ rozkladu prawdopodobieristwa obserwowanegB wyjscia :
1 fw(w, 6;u)
.
fuw o= [ 2
w, 8; u)=<
" \ 0 f or% <6
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Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przyklad 2

Funkcja wiarogodnosci:

e

1

N
01 |u,
I—N(\NN’H;UN):< ln:!

fw (W, 6; unj
Ly(Wy,0; Uy

—

\

fwWn, 0;uy)

for

for

vn=12,...,N

in=12,...,N

for

for

@ > maxy

1<n<N

@ < maxy

1<n<N
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Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

so Przyklad 2

Algorytm estymagji:

6, =¥, (U, W, )= max{%}

1<n<N un

Interpretacja:

6, = max{%} = max{e o Zn } = 0 max{z, |

1<n<N u 1<n<N un 1<n<N
n
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Metody Bayes’ a

Z
Zalozenia l "

Wn
"0 Fwe) B hyz) b/

Charakterystyka statyczna obiektu: y=F (u, (9) - znana funkcja

Z. - zaklocenia pomiarowe sg niezalezng wartoscia zmiennej losowej Z,
dla ktérej znany jest gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa f, (Z

W= h(y, Z ) - sposOb naktadania sie zakl6cen na mierzone wyjscie opisani jest
funkcji h, ktora jest wzajemnie jednoznaczna wzgledem zakiocenn

0 - wektor parametréw jest wartoscia zmiennej losowej 6, 6 € ® c ®~, dla
ktérej funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa - f,(0) jest znana,

f,(0) - gestos¢ rozkladu prawdopodobieristwa a’ priori
L(@, 4 ) - zadana jest funkcja strat

Dla zadanej serii wejs¢ U,,n=12,..., N otrzymujemy wyniki zakloconego

pomiaru wyjs¢ W,,n=12,..., N o1



Metody Bayes’ a

Rryzyko podjecia decyzji:

W)d:fQIVEVN[L(QE:W(UN,%))]:JJLQTUN,W )t (0,W, ;U ) d@dw,

M O

Z

gdzie f(6,W,;U, ) jest taczna gestoscia rozkladu prawdopodobienistwa wektora
parametrow oraz wynikdw pomiaréw, dla zadanej serii pomiarowej wejs¢ U

Nalezy wyznaczy¢ algorytm estymagji, ktéry minimalizuje ryzyko, czyli:

¥y = R(¥,)=min R(¥)

Zauwazmy, ze f(Q,WN;UN)= f'(H’VVN;UN)f"(WN;UN)
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Metody Bayes’ a

Ryzyko podjecia decyzji przyjmie postac

R(ﬁ): _[ _“L(H’?(UN’WN ))f’(Q’\NN;UN)de f”(WN;UN)dWN

W, ©

Ryzyko warunkowe:

_ df _ _
(WU, =E[L(0.0)W,:U, = [Ll0,6 = (U, W) T (6,0, ) do
N o
W wyniku minimalizacji powyzszego otrzymujemy algorytm estymacji:
Oy =¥y (U W) - r(6,,W,;U,)=min r(@.w,:U,)
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Metody Bayes’ a

Pozostaje wyznaczy¢é warunkowa gestos¢ rozkladu prawdopodobieristwa
(rozklad prawdopodobienistwa a” posteriori):
(o - fO.WUy) _ FO.Wy:U,)
f (Q’VVN ’U N ): . = " .
[flo.w;uy)de T/ Wy;Uy)
®

f/(@’\N U )_ fe(e) fWN(WN‘e;UN)_ f (g)fWN(WN‘H;UN)

0
gdzie: e f ”(WN Uy ) _[ fo (9) fun (WN ‘H;U N )d0

N
fn Wi G0 ) =TT fulw,|6;u,)
-1

Biorac pod uwage charakterystyke obiektu oraz opis systemu pomiarowego obserwowana
zmienna losowa ma postaé: W= h(F (U, (9), z )
Warunkowy rozklad obserwowanej zmiennej losowej wyraza sie wzorem:

f( ' )=f(h‘1( (u 0)w))|J,|

Hf (O )13, y
1:'(H’VVN ;U N) N o fa(‘g)H 1:z(hz_l(lz(un’g)’ Wn ))“Jh‘
O £ (F (e, 0)w, )3, a0 o

n=

zatem:

Ostatecznie:




Metody Bayes’ a

s> Metoda Sredniej a” posteriori
Specjalna posta¢ funkgji strat: ( _) = [0 -0 ]T [49 -0 ]
Ryzyko warunkowe: r(@,W, ;U )= g[@ o] lo-a]w,;u ]

~Elo"ow,;u, 208l W, U, [+ 070
W wyniku minimalizacji powyzszego, tj.:

grad r(0,W,;U,, )|~
7 0

_ :_ZE[Q’\/VN;UN]+20N:ON

N

otrzymujemy algorytm estymacji:

HN =Yy (UN ’WN): E[Q’VVN;Un]:J.Qf'(H’\NN;UN)de
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Metody Bayes’ a

s> Metoda maksymalnego prawdopodobiefistwa a’ posteriori
Specjalna postac¢ funkgji strat: L(H, 4 ) =-0 (6’ -0 )

Ryzyko warunkowe: r(ﬁ,WN Uy )Z—J-5(9—§)f '(9’WN Uy )d9 = —f’(9NVN ;UN)

©
Algorytm estymacji otrzymujemy w wyniku maksymalizacji rozktadu
prawdopodobienistwa a” posteriori, tj.:

O =¥y Uy Wy) — 16,0, )=max f(aWw, ;U )

N
f ,(QN ’\NN ’U N ) o 1:G(QN )H fz (hz_l(F(un ! QN )’ Wn ))“]h‘
n=1
Ostatecznie @, =¥, (U v Wy ) takie, ze:

N N

f, (6 ) T £. (07 (F (U, 6) w3, =max £, (0)] T £, (0 (F(u,, &) w, )3,

n=1 n=1
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Metody Bayes’ a

s> Przyktad z.
Charakterystyka statyczna obiektu: u, Y, 4 ° W,
S—— 9 u >
y=F(u,8)=6u

Gestos¢ rozktadu prawdopodobieristwa zakldcen:

[.(2)= Grexp{ : }

Gestos¢ rozkladu prawdopodobienstwa a” priori: 2
' ' g 1 (9 — M,y )

. . o, 27 20,
Opis systemu pomiarowego:

w=h(y,z)=y+z, z=h"(F(u,0)w)=w-0u

Funkcja strat: L(@, 4 ) =—0 (0 -0 )

97



Metody Bayes’ a

so Przykiad |
Macierz Jakobigo: J,, = on, (F(u' 0) W) = d (W—6’ u)=1
oW dw
Gestos¢ rozkladu prawdopodobieristwa obserwowanego wyijscia:
1 (W—6u)
f,\Wo;u)= exp| —
o)t 00T

Gestos¢ rozkladu prawdopodobienistwa a’ posteriori

FOWU,) @ £0) [T F G, 0hw),)-

# (g_mﬁ)z T 1 _(Wn_gun)2
%mex'{ 20 ]Jlazmex‘{ 20




Metody Bayes’ a

so Przykiad

W wyniku maksymalizacji powyzszego otrzymujemy algorytm estymacgji:

- N
m,+| =% | > wu,
O n=1
HN:LPN(UN’WN): : 2
o}
1+ —2 | Y u?
Gz n=1
Dyskusja:
1° N -Mata liczba (kilka pomiaréw) 2° N — o Duza liczba pomiaréw
(O'Z >> 69) (O'Z << 00) - pomiary dobrej jakosci
- pomiary mato wartoSciowe ZN: AT
~ h=l
6y =m, O~

2. Un

n=1 99



Estymacja parametow obiektu z
loswa wielkoscig w obiekcie
& 100 3




Pomiar wyjscia z zakl6ceniami oraz

losowo zmienny parametr obiektu

Pomiar wyjscia z zakl6éceniami oraz losowo zmienny
parametr obiektu




Niemierzalny losowy parametr obiektu

s> Pomiary z obiektu z losowo zmiennym parametrem

J.i'

A

_ " Fwee) B

H, o, T,



Zakl6cony pomiar wielkoSci fizyczne;

s> Przypomnienie 1
0 v
— Hes) e w0
Oy =¥y (VN )

s» Mozliwe rozwiazania:
o Metoda najmniejszych kwadratow
o Metoda maksymalnej wiarogodnosci
o Metody Bayes’a



—| h(6,2) >

b [ (u, 6, 2)

Y(Vy) ——

Y(Vy) —

h(6, z)




Niemierzalny losowy parametr obiektu

so Sformulowanie problemu lw

Charakterystyka obiektu: y —F (U 9 a)) u, F(1.6.0) a
] ) u,d,o
Losowy parametr obiektu:

weQc R, (dimy=dimo=L)

\/

\i

F - wzajemnie jednoznaczna funkcja wzgledem w l 0
_E1 "
w="F *u,0,y)

@ - wartos¢ zmiennej losowej @ zprzestrzeni () - R

Znana funkcja gestosci rozktadu prawdopodobieristwa f, (a))

Pomiary: UN:[ul U - UN]’ YN:[Y1 Y2 YN]
Algorytm estymacji: QN = \PN (U N ’YN )




Metoda najmniejszych kwadratéw

Zalozenie:

Charakterystyka obiektu: ) | R
~ —~ F.6) -Q———

y=F(Uu,8,0)=F(u,0)+o

E[Q]= 0 Vgr[a_)]< 0

Metoda najmniejszych kwadratéw minimalizuje empiryczna wariancje

var,, Uy, Y. 0) %EN;( LO)

Algorytm estymacji otrzymujemy rozwiazujac zadanie:

6, =¥,U,.Y,) — Var,U,,Y,.60,)=minVar,,(U,,Y,,0)

0O



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

Zalozenia:

@, warto$¢ zmiennej losowej @, z funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f, (60)

Dla zadanego wejscia U, wyjscie Y,,N=12,..., N jest mierzone

Sekwencja ¥,,N=12,...,N jest ciagiem wartoéci zmiennej losowej Y

y=F(u,6,0)

Funkcja gestosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y

fy (y’ 9’ U) — fa) (Fa)_l (U, 0, y)) |J i | gdzie Jp jest macierza Jakobiego
J

_OF,"(u,0,y)
Funkcja wiarogodnosci: i oy
N N
I—N (YN ! Q’U N ): H fy(yn’e;un): H fw(Fw‘l(un,H, yn ))“]F‘
Estimation algorithm: n=1 n=1

Oy :LPN(UN’YN) — LN(YN’HN;UN):maXLN(YN’e;UN)

0c®



Metody Bayes’a

Zalozenia:

Dodatkowo zaktadamy, ze g jest wartoscig zmiennej losowej 8,
o funkdji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa Ty (19 )

r(é,YN;uN)d;E[L(Q,é)\YN;UN]=jL(@,é:@(u ) fo, U, )de
_ ’ (Y‘Q U)— f ( (U 0, Y))“]F‘

Gestosé rozktadu prawdopodobienistwa a posteriori :

Hf( u,,60,y,))3¢
I ﬁfw( F (U, 0,,))[3¢|d6

n=

F(6)Y, ;U )=

Algorytm estymacji:

Oe

0y =¥y Uy, Yy) = 1(6y,Yy:U,)=min r(@,Y,;U,)



Pomiar wyjscia z zakl6ceniami oraz

losowo zmienny parametr obiektu

Pomiar wyjscia z zakl6éceniami oraz losowo zmienny
parametr obiektu




Metoda najmniejszych kwadratow

| a)n Zn
Zatozenia: 4@ l
u, _ + Yo o+ w,
F(u,(?) > > >

Z, @ - zmienne losowe, takie ze E[Q]z 0, Var[Q]< 00, E[;]: 0, Var[;]< o0

\

Wyniki pomiaréw sg warto$ciami zmiennej losowej: W=F (U, 0 ) to+1

E[w+2z]=0, Var[o+z]<w

Empiryczna wariancja: I\T’*Z @+2
1 ~
Var( . Uy Wy, 0)= HZ:;,(Wn -F(u,, 9))2

Algorytm estymacji otrzymujemy w wyniku rozwigzania zadania:

Oy =¥y (U N1 TN ) — Var(a)+z)N (U N Wi Oy ): minvar(aH-Z)N (U N Wi ’6’)

Oc®



Pomiar wyjscia z zakl6ceniami oraz

losowo zmienny parametr obiektu

Pomiar wyjscia z zakl6éceniami oraz losowo zmienny
parametr obiektu




Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

Zalozenia:

m, jest wartoscig zmiennej losowej @, o funkgji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa f (a))

z, Jjest wartoscig zmiennej losowej Z, o funkeji gestosci rozkladu prawdopodobienstwa f (Z)

w,,n=12,..., N sq wartosciami zmiennej losowej W= h(X, Z)
Dla zadanego U,, ¥,»N=12,..., N sa wartosciami zmiennej losowej Y = F(U, 0, Q)
Funkcja h nie jest wzajemnie jednoznaczna wzglgdem(z, ;) , dlatego dodajemy Yy =Yy

i w konsekwencji otrzymujemy: W = h(y Z)

x=z_

'y w)

Przeksztalcenie odwrotne:

h,
X y



Metoda maksymalnej wiarogodnoS$ci

t.aczna gestos¢ rozktadu prawdopodobienstwa pary zmiennych (w,y)

£y Wy, 05u)= 1, (0 (y, )3, | F, (v.0:u) = £,(02(y, w)) 3,1, (F, (0.6, )9

Funkcja gestosci prawdopodobieristwa obserwowanej zmiennej w

f,(w.o5u)= [ £, (wy,0uy = [ £,(0 (v w)f, (F,*(u,0,y))]3:]3,/dy
Y Y
Funkcja wiarogodnoéci

L, (W, 6;,Uy) Hf w,,6;u, )

Ifz( w, ))E, (F (U0 0, ¥)) 33, ey

Algorytm estymac]
6, =¥,U,.Y,) - L, W,,,0,;U,)=maxL,(W,,6;U,)

0c®



Metody Bayes’a

Zalozenia:

Dodatkowo zakladamy, ze 6 Jest wartoscia zmiennej losowej 8, o rozkladzie f, (6)

Dla ustalonego parametru 6 oraz wejScia U,wartosci wyjs¢ y,,n=12,...,N sa
wartoéciami zmiennej losowej Y pod warunkiem, ze@ =@ oraz wejscie jest réwnel .

w,,N=12,...,N sgwartosciami zmiennej losowej W pod warunkiem, ze 6 =0

Z, jest wartoscig zmiennej losowej z, o funkgji gestosci prawdopodobienstwa fz(z)

w=hly,z)

W konsekwendji

fW(W

o;u)= [ £,(0 (. w))f, (vjesu)|aldy = [ £, (0 (v, w))f,, (F (0, 6,))|9 9,y




Metody Bayes’a

Funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienstwa a posteriori:

O [ £ ) (F2 (0,00, v)]3. 9, e
f'(QNVN;UN): —
J £ @ [ .0 (v )F, (F, 0, )33, dy d6

® n=l g
Ryzyko warunkowe:

((@,w,;U, )= [(9@)\/\/ U, |= j (0,6 =F(U,W,))f'(OW,;U, )d6

Algorytm estymacji otrzymujemy rozwigzujac zadanie:

6N:LPN(UN’WN) — r(eN’WN;UN):rQDEiQr(g’WN;UN)



Dziekuje za uwage




Wn=un+zn: unz Ri‘n: n = 1’2’ Y N

z ~ N(0,0)

Vary(R)=Xn-1(Wn — Riy)?

N
n—1 Whln

R
N 1(111)2

117



Metoda Maksymalnej
Wiarogodnosci

1 (W — Ri — mz)z)
W,R;1) = exp| —
fw( ) V2o, P( 207

1
Ly(Wy,R;Iy) = g=1 V2o, exp (_

— 1 N Z§=1(Wn_Rin_mz)2
_(\[Z‘R'O'z) €xp (_ 202 )

R — Zg:l(wn - mz)in
NN ()2

118



Metoda Bayes’a

wW,=u,+z,, u,=Ri, Z ~ N(m,,0,) R ~ N(mg,0r) L(R,R)=—-6(R—R)

1 —m,)? 1 (R — mg)?
b= CI) (252

Z

Zn =W, — Rln, J=1

. ( — Ri — mz)z
fww; i) = ( d 2072 )

(R—mg)? 1 (Wn—Rin—-my)?\ _
r(R,Wy;Iy) = —\/2 —— exp (_LzR) g=1\/21wz exp (_ . Iz - )‘

202
___1 ( 1 )N exp [ — EomRE _ Ty (Wn—Rin-my)?
V2nog \V2no, 205 202
2
N
mg + (0'_) n=1Wnin
Z

OR
1+ (Jz) 1(ln)2 119




Losowy parametr w obiekcie

u, = Ri,, n=12,-,N

R=Ry+BT=Ry+w, w=pT @ ~N0ny,,9,)
() = 1 (_(w—mw)z)
Jol®) = g P

O 202
N
u=Ri=(Ro+w)i > w=<—Ry J=7 1~ w,
Rov =y 0, 70~ e
u 2 - In
n=1
£,(5 1. Ry) 1 ({“’RO'_an) 1
* ’ V2ma, P 20, L

u 2
N L (i_n—Ro—mw) .
Ly(Uy,Ry; L =1_[ ‘i R =1_[ T — =
N (Un, Ro; 1) fu(up; in.R) \/z?ww exp 205 i
n=1 n=1

u

2
N (Un_n» _
_( 1 )N ox (_Zn:l(in Ro mw)) 1
V2no, p 202 [N_;in 120




Losowy parametr w obiekcie
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