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Model w badaniach systemowych
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Wybér optymalnego modelu
Przypadek Deterministyczny

X 3 &3




Typowe zadania identyfikacji

Obiekt
Identyfikagji

Znana Nie jest znana
charakterystyka charakterystyka
_______ obiektu | | ______obiektu______|
Obiekt Wybor
w klasie Optymalnego
modeli modelu
Pomiar bez Pomiar z Obiekt Obiekt
zaklocerr zakl6ceniami deterministyczny losowy
Wyznaczenie Estymacja Wybor Wyboér
parametrow parametrow optymalnego optymalnego
charakterystyki charakterystyki modelu problem modelu problem
obiektu obiektu deterministyczn probabilistyczny

y



Podstawowe zadania identyfikacji

podsumowanie

5 Obiekt w klasie modeli Wybor optymalnego modelu y = d(u o )
= , Oy
N u, Obiekt | ¥ * ( *) .
; u, Flu,0) Y U, = [ul u, - Uy ], identyfikacji —j HN —> QN QN = meln QN (9)
&
' Yy = [yl Y, oo YN] 0.(0) ' 9; = N (U No TN )
m . Y
. ¥y
:1 yn = F(unig)’ I (u.6) 41 UN :[ul u2 UN]’
i n=12,...,N per) .YN:[yl Yo o yN]
s (»=Fluo) N Model jest optymalny:
e Yy = E(U N 9) dla zadanej serii pomiarowej
Z " ; df ; . przy]:(gtego modelu.
: 0=F"UnYn)=nUnY)| + prayjetego wskaznika
n u : jakosci identyfikacji
y ! i u, 2 u \ I "
o, z, Metody: vy = ,
= Najmniejszych
" . W kwadratow .
e O s G mm At
I(; = Bayes'a
S g yw Oy ="y (U o Wi -
Y v =Fl6,0),
w w=m,
y .
y [ . \ _}‘:-'"(H,ﬁ',m}. . y:F(U’H’w)
w7 ’ i om Petna informacja Niepefna informacja
L s e ST D) S| NO! ! = Regresja | rodzaju + Estymacja wskaznika jako$ci
oo emen § | = Regresja Il rodzaju + Estymacja parametrow rozktadu
. : . « Estymacja rozktadu 5
i u u u, Un




Wybdr optymalnego modelu -

Przypadek deterministyczny

Obiekt Yn
identyfikacji
Wskaznik
jakosci —
dentyfikacj
Model
Y




Wybdr optymalnego modelu -

Przypadek deterministyczny

Obiekt Yn
identyfikacji
Wskaznik
jakosci —
dentyfikacj
Model
Y




Zadanie aproksymacji charakterystyki

statycznej obiektu
s» Sformutowanie
problemu y =)
y=®(u,0)
)




Zadanie aproksymacji charakterystyki

statycznej obiektu

so Sformutowanie problemu

Carakterystyka statczna obiektu: Y= F(u)

F - znana funkcja

U -wektorwejs¢ UeW cR> U -przestrzen wejsc
y -wektor wyjs¢ yeF <R I - przestrzen wyjsé
Funkcja aproksymujaca (model): y=®(u,d)

® - arbitralnie zadana funkcja
Yy - wektor wyjs¢ modelu Ve <Rt

@ - wektor parametréw modelu 8 e ® c R"

9 U - podzbiér przestrzeni wejsé 0, (U) - funkcja wagi



Zadanie aproksymacji charakterystyki

statycznej obiektu

so Sformutowanie problemu

Miara r6znicy pomiedzy wartoscia funkcji aproksymowanej i aproksymujacej
wpunkciew:  wyeg q(y,y)=q(F(u)®(,0))

L L
gdzienp.: q(y, V)= Z( O (I)) aly, y)= Z‘y(l) - V(I)‘ L - wymiarowe wyjscie
=1

jednowymiarowe wyijscie

aly. y)=|y-9=|F(u)-o(u,0) (L=1)

10



Zadanie aproksymacji charakterystyki

statycznej obiektu

so Sformutowanie problemu

Wskaznik jakoSci aproksymacji - miara r6znicy pomiedzy funkcja
Aproksymowang F(u) i aproksymujaca ®(u,d) w obszarze 7

Ay,y

Q(0)=[F(u)-@(u,0),

N
=
=



Zadanie aproksymacji charakterystyki

statycznej obiektu

so Sformutowanie problemu

Wskaznik jakoSci aproksymacji - miara r6znicy pomiedzy funkcjg
Aproksymowang F(u) i aproksymujaca ®(u,6) w obszarze

A7

Q6)-[F()-0(.0),,

Q(6)= max{a(F (u), ®(u,0)) g, (u)}

uey,

np.:

Q(6)=max{F(u)-o(u.0) g,(u);




Zadanie aproksymacji charakterystyki

statycznej obiektu

s> Sformutowanie problemu

Optymalny model: ¥=®(u,8")

gdzie: 6 - optymalny wektor parametréw modelu: 6 — Q(ﬁ*): Ti(!;‘ Q(#)

u

g F(u)

13



Przypadek liniowo - kwadratowy

Model: ¥ =®(u,0)=6"gp(u)

ad _(Dl(u) 1

af| g(2) df u u

gdzie 0= : o(u)= %5( ) np. : o(u)= :
o @R(u) ut

Wskaznik jakosci aproksymagji:

czyli:

14



Przypadek liniowo - kwadratowy

Warunek konieczny optymalnosci wektora 6 : 07)
] 0
grad Q(0) = —2[I(F(u)—6? To(u))p(u)g, (u) du] =0,, Og=|.|(R
0 7, .
0

Rozwigzanie powyzszego rOwnania jest nastepujace:

e{ Ico(u)cﬂT(U)gu(U)dU} [F ) olu)o, (o)t
9, 9

15



Przypadek liniowo - kwadratowy

Zauwazmy ze W rozwigzaniu wystepuje macierz:

[olu)g" (u) g, (u)du=
G,

[ae o0 [al)ewo,Wd - [a)e0),u)d
Y, 7, 7,
[0.0)00, @) [o,0)e,0)a,Wdu - [g,)p(u)g,u)du
& 7, 7,

[0s0) a0, )0 0,02, 0)du - [0a(u) o), ()t
9 9 |

16



Przypadek liniowo - kwadratowy

Jezeli wybierzemy funkcje ¢, (u) ortonormalne czyli takie ze:

1 for i=] .
. . du = 1L, 1=12,...,R
[ol)o,@a, ) {0 o iy

Wowczas macierz : Igo(u) o' (u) d, (u) du=1 jest macierza jednostkowgq
%

i algorytm aproksymacji upraszcza sie do postaci:

0" = [F(u) plu)g, (u)du
9

17



Przypadek liniowo - kwadratowy

Charakterystyka statyczna obiektu (funkcja aproksymowana):
y=F(u)=u’
Model (funkcja aproksymujaca):

1 6%
y=0(u,0)=0"pu)=6%+0Pu  gdzie: ¢(u)= { } 6 = { }
Podzbidr przestrzeni wejs¢ (odcinek):
D ={ueR:0<u<ly

u for uel0,1]

Funkcja wagi: gu(u): {O for u ¢ [0 1]

Wskaznik jakosci aproksymacji: Q(6)= J. (F (u)-6"p(u ))2 g,(u)du
%

18



Przypadek liniowo - kwadratowy

Przyktad

. . y=12u-03
Interpretacja graficzna:




Przypadek liniowo - kwadratowy

Wskaznik jakosci aproksymagji przyjmuje postac:

00)- (- 070t 06100 = {577 0] ]

9 0

Warunek konieczny optymalnosci jest nastepujacy:

4o oo

a rozwigzanie ma postac:

1 3 L

1y . Ju du |u’du u® du
9*=D{}1u]udu} J.u{ }udu: 0 d :

0 0 juzdu u® du u® du

K 0 1 Lo |

20



Przypadek liniowo - kwadratowy

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

1 1 1 1 ]
Iu3 du><fu3 du—_[u4 dequ du
0 0 0 0

1 1 1 2
Iu du><ju3 du—[juzdu]
0 0 0

1 1 1 1
Iu“ du><judu—ju3 dUXqudu
0 0 0 0]

1 1 1
ju du><J‘u3 du—(juzdu)
0 0 0

1

4

bl

0" 4

—-=u

°© 5

|
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Przypadek liniowo - kwadratowy

Przyktad

Model optymalny:
y=12u-0.3

. . y=12u-03
Interpretacja graficzna:




Wybdr optymalnego modelu -

Przypadek deterministyczny

A VY u Obiekt Yn
identyfikacji
y="F(u) 0
/ ®(u,6)

TN\ = 0w, 0) g
L R
R S L Lt i
....................... o |

u
U, u, U Uy \ 7

23



Wybdr optymalnego modelu -

Przypadek deterministyczny

so Sformutowanie problemu

Eksperyment: Ug=lu u - ugl, Ya=ly v, - wl

Funkcja aproksymujaca (model): y = ®(u, )

Miara r6znicy pomiedzy wartoscig zmierzong wyjscia obiektu i wartoscia
wyznaczona z modelu dla tej samej wartosci wejscia, tj. dla kazdego pomiaru:

Vn=1,2,...,N q(yn’yn):q(yn’q)(un’g))

24



Wybdr optymalnego modelu -

Przypadek deterministyczny

so Sformutowanie problemu

Wskaznik jakosci identyfikacji Qy («9) = HYN -Y, (0 )HU

cdziec Yy (0)=[0(u,0) ®(u,,0) - D(u,0)]

N
62



Wybdr optymalnego modelu -

Przypadek deterministyczny

so Sformutowanie problemu
Wskaznik jakosci identyfikacji Q,(0)= HYN -Y, (9)”

Uy

odziec Yy (0)=[0(u,0) @(u,,0) - D(u,0)]

R

Qu (0) = max{er,a(y,.¥,) = maxia,q(y,. ®(u,.0)) }

np. :

QN (e)zg‘gﬁﬂyn _ yn‘}: {Q]as‘ﬁﬂyn _(D(un’e)( }




Wybdr optymalnego modelu -

Przypadek deterministyczny

so Sformutowanie problemu

Model optymalny: ¥ =®(u,6y) 0, — Q, (6?,2 ): m(jn Q,(#)

Model jest optymalny:
* dla zadanej serii pomiarowej
* przyjetego modelu

“p |  Obiekt Yo « przyjetego wskaznika
Identyfikacji l jakosci identyfikacji
e
0.(0) F——

27



Zadanie aproksymaciji

y=F(u) y=o(U,0) ) .
gdzie: 0 - optymalny wektor parametrow: 0 — Q(&’ ): min Q(H)

Q(6)= [a(F(u) o(u,0)) g,(u)du e
9

Zadanie identyfikacji

*

UN:[U1 u, - UN]’ YN:[yl Y2 o yN] y:(l)(u,QN)
gdzie: B - optymalny wektor parametrow: G, —> Q, ((9:] ): minQ, (6)

Qy ()= nZN;anq(yn ¥, )= nZN;wnq(yn,CD(un 0))

* . A* Ox > Q*
QN 0 N Un,an~gy(u)
28



Przypadek liniowo - kwadratowy

Eksperyment: Uy =[u u, - ug], Yyo=[v. v, - y]
AV Model: ¥=®(u,8)=0"p(u)=0" +6%u
0 o (u)
sdzie: 0 7 o) %;(u)
0 | pa(U)]
. np H—B((Z} gp(u):E

u Wskaznik jakosci identyfikacji:

N N

Qu(0)= (%, = ¥.F = (v, 0" 0(u,)f

n=1 n=1
29



Przypadek liniowo - kwadratowy

Przyktad

Warunki konieczne optymalnosci maja postac

gradQN —ZZ(yn & o(u,))e(u,)=0,

Rozwigzanie powyzszego rOwnania przyjmuje postac:

oo 6)] o)

a po podstawieniu i przeksztatceniach:
[/ N N N N ]
S B H{Ze )

n=1 n=1 n=1 n=1
N ) N
ol | VB2 S
0;\: :|: N :|: n=1 n=1 n=1N
Uy x(Z z
1 n=1
u

N
N N
Nzyn n_(
n,\:ll Nn=
NZuﬁ—( n}x
n=1 n=1

30



Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

N

QN(H):Z(yn_yn)Z:ZN:(yn_(gT(D(Un))Z UN:[ul u, - UN]’ YN:[yl Y, - yN]

n=1 n=1
Wektor parametrow 6, wyznaczamy na podstawie N pomiaréw

0= 32006 0)| Syt

Pojawia si¢ nowy N+1 pomiar Uy, Yo
Jak wyznaczy¢ (poprawic) parametr korzystajac z nowego pomiaru?

‘9:|+1 = A(HL yUna YN+1)

Qua(6)= jz*j(yn 3. - jzf@n 9T olu,)f

. N+1 B N+1°
9N+l |:Z¢ i| Xzy“

n

3ol o) ol N+1>¢T<uN+1>Hi 10+ Ys)

n n=1 31



Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

Przydatne przeksztalcenia algebraiczne:

(A+BD'C) =A*-A'B(D+CA*B)'CA™
B=¢ _wektor kolumnowy

D=



Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

Oznaczmy przez: @, = go(un), n=12,...,N+1

N +1 - N -1
(Z (Dn(D: j (Z wn + ¢N+1§0N+1) =
n=1 =1

N - N -1 0 (DT N -1
_ N+17"N+1 T
_ (Z (Dn(Dn j [Z ] T N T 1 (Z ¢n¢n j
n-=1 1+ ¢N+1(Zn=1¢n(/)n ) N
N -1
Niech: Py = (Z §0n§0|: j
n=1

Powyzsze przyjmuje postac:

.
Pn1PNa

P .=P,—P P

e " N1+§0L+1PN§0N+1 "




Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

NN N
0* —|P —P N+1¥ N+1 P + —
N+1 [ N N 1+(D-I|\—I+1PN(DN+1 N)(;(Dnyn (DN+1yN+1]

PN(0N+1¢:I+1PN igp y - PN§0N+1(PL+1PN¢N+1VN+1 _

N
=P (Dnyn + P DO+ y +1
Né PEREITRE ¢L+1PN(0N+1 n=1 1+(0-l\rl+1PN¢N+1

N
N PN PnaYna T PN (0N+1yN+1(DL+1 PN Pny — PN (0N+1yN+1(0;+1 PN Pny — PN (0N+1¢L+1 IDN anlqpn Yn

= I:)N Zq)n yn + T =
) 1+ oy Pukna

N
=P i(ﬁ Yo + I:)N(DN+1yN+1 o PN¢N+1¢-III+1PN Zn:1¢” y”
N ~ non 1+ (D-IEI+1PN¢N+1

N Pu@niaYns N
= PN Z¢nyn +1 AL LA (yN+1 +(DII+1PN anlqp”yn)
n=1

=
+ QN Py Oy

= 0’: + KN+1(yN+1 _(0.|5+19N )

K _ Py ®na
N+l — T
1+ oy 1 Pyona

gdzie:



Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

Podsumowujac, otrzymujemy nastgpujqcy algorytm

N
(Zconcon] annyn =Py chnyn, gdzie: P, (Zconcolj
n=1

9N+1 A(e uN+1 yN+1) 9 +KN+1[yN+1 (N+1 e;]

-1

K _ PN¢(UN+1)
N-+1
1+ §0(UN+1)T Py ¢(UN+1)

Py (P(u N+1 )gp(u N+1 )T Py

Py =Py —
" " 1+¢(UN+1)T PN¢(UN+1)




Wybdr optymalnego modelu, a sieci
neuronowe - szczegoln

36



Model neuronu (wyrwany z sieci)

37



Model neuronu (uproszczenie)

e
01
e
0,
y
¢ (x)
oI o000 )= ]

38



Funkcja aktywacji

Perceptron

) ldlax>0 P(x)
K =
—-1dlax <0 K

D(k)

Adaline

¢(K‘) =K Adaptive Linear Neuron /

1
¢(K) T 14 e—,BK
Lot /"
1+e P /

#(x) = tanh(Bx ) =

Neuron sigmoidalny

39



Uczenie neuronu

Neuron Adaline (Adaptive Linear Neuron) ¢ K)|l=K

¢u<°>=1

(1> 0o >

sl e y:¢(2¢95u(3)+90j:¢(¢9Tg0(u))=6’Tg0(U)
% 0, K y s=1

o0 ——> .

) 9:[9091"’93] (p(u):[l u(l)...u(S)]T
]
Uczenie: [Ul u2~--uN]=UN [y1 Yz“'yN]:YN

Qy (9)= i(yn -V, )2 = Z(yn — QTgp(un ))2 To juz byto

lub rekurencyjnie
40



Uczenie neuronu

Neuron Adaline (Adaptive Linear Neuron) ¢ K)|l=K

¢u<°>=1

(1> 0o >

sl e y:¢(2¢95u(3)+90j:¢(¢9Tg0(u))=6’Tg0(U)
% 0, K y s=1

o0 ——> .

) 9:[9091"’93] (p(u):[l u(l)...u(S)]T
]
Uczenie: [Ul u2~--uN]=UN [y1 Yz“'yN]:YN

Qy (9)= i(yn -V, )2 = Z(yn — QTgp(un ))2 To juz byto

lub rekurencyjnie
41



Algortm rekurencyjny

9;+1 = A(QEI U YN+1): ‘9;\: T KN+1b’N+1 _§D(UN+1)T ‘9:\:]

KN = PN§0 uN+1
1+§9(UN+1)T PNCD(UNH)
P =P, Py ¢(UN+1)§0(UN+1)T Py

1+ §D(UN+1)T PN¢(“N+1)



Uczenie neuronu

Podobnie jak neuron Adaline (Adaptive Linear Neuron) ¢(K‘) - wzajemnie jednoznaczna

¢u<°>=1
1) 8, S S
- = y=¢(295u”+90]=¢(9%(u))
L < 900 y =
® 8:[90 91"'85]T ¢(U):[1 u(l)...u(s)]T
= o
Uczenie: [u1 u2-~uN]:UN [Y1 yz"‘yN]:YN

lub rekurencyjnie
43



Algorytm rekurencyjny

9:1+1 = A(le U YN+1): ‘9:1 T KN+1{¢_1(yN+1)_¢(uN+1)T 9;\:]

KN = I:)Ngﬁ(uNﬂ
1+(P(UN+1)T PN(”(UNH)
P =P Py §D(UN+1)¢(UN+1)T Py

1+§0(UN+1)T PN¢(UN+1)



Uczenie neuronu

QB)== (y — 0" p(u ))2 , 0, Neuron adaline

Numeryczna metoda optymalizacji (to bedzie)
0" —Q(o")=minQ(6)
0..,=0 — UVQQ(H:: ), 0, 1 - wspdtczynnik uczenia
vQ(0)=-(y-0"o(u)klu). 6,

8:+1 = 9: + n(yn+1 B H:T (0(un+1 ))(D(unﬂ )’ 0(:
An — (yn+1 o Q:T ¢(Un+l ))
Hr::tl = 0: + 77An¢(un+l)

45



Uczenie neuronu

1 : o ..
Q(@) =5 (y — ¢(9T go(u )))2 , 6, ¢ - funkcja aktywagji, rézniczkowalna

Numeryczna metoda optymalizacji (to bedzie)
0" —Q(o")=minQ(6)
9:+1 = 9: — UVQQ(H,T ), 9; 1 - wspdtczynnik uczenia

vQ(0) =y - 40" o) a;sz)co(u ) 6,

0:+1 — 9: + n(yn+l _ ¢(0:T (0(un+1 ))%Ef-) (0(un+1 )’ H;

0 = (s 000 oo, ) 2

0:+1 = 9: + nAn(D(unﬂ)

46



Sieé wielowarstwowa

47



- i) _
j-1 g 0 - - uﬁ‘l)l eigo)
/uJ—l (1) of 0(1)
- ﬂ(.z) df ,U('(i)l 'uéz_)l 0 ij
(i) & ZIU(S)Q(S) + 00 uq=| 7= ,Llj- | ] 5
= 1Yi ij | i : |
M j - j-1ij 0 i eigl i)
| Hij1 ] | Hja | L -
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Sieé wielowarstwowa

ui=¢\. 1,0.),1=12, ...,J. L _ _ _
i J( j-1 J) y(1) Iugl) gb(l)(u,é?)

_ v (2) df| (2) df
= (70,6,) = 4,(0,6,). =17 =1 =06 0. 0,000,) © f“’g) =o(u.0)
u=¢(E 4,0, i=23 ...3-1. |y |u) 2 (u,0)]
= df
y=u; =9, (:LlJ—l’eJ ) 9:{91, 0,,..., o, }

49



Uczenie sieci wielowarstwowe;

50 _56_, 9.(0)

) ( dia j=J
in ) i+

1 =~
sl 6l | dlaj=d-13-2,..1

p=1

sy Zefy Srtel)
A5 ot

—ij,n

N

02 S o o)
=1

~ ~

0., =01) 1276040, |, s=01,..,1,,, =12,

50



Wybér Optymalnego Modelu
Przypadek Probabilistyczny

X 51 3




Typowe zadania identyfikacji

Obiekt
Identyfikagji

Znana Nie jest znana
charakterystyka charakterystyka
_______ obiektu | | ______obiektu______|
Obiekt Wybor
w klasie Optymalnego
modeli modelu
Pomiar bez Pomiar z Obiekt Obiekt
zaklocerr zakl6ceniami deterministyczny losowy
Wyznaczenie Estymacja Wybor Wyboér
parametrow parametrow optymalnego optymalnego
charakterystyki charakterystyki modelu problem modelu problem
obiektu obiektu deterministyczn probabilistyczny

52
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Podstawowe zadania identyfikacji

podsumowanie

5 Obiekt w klasie modeli Wybor optymalnego modelu y = d(u o )
= , Oy
N u, Obiekt | ¥ * ( *) .
; u, Flu,0) Y U, = [ul u, - Uy ], identyfikacji —j HN —> QN QN = meln QN (9)
&
' Yy = [yl Y, oo YN] 0.(0) ' 9; = N (U No TN )
m . Y
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(u,y.),n=12,....,N

Sa wartoSciami pary
zmiennych losowych (Q, Y)




Wyb6r optymalnego modelu w

warunkach losowych

s> Obiekt identyfikacji z losowo zmienng wielkoscig @

y




Wyb6r optymalnego modelu w

warunkach losowych

s> Sformutowanie problemu

Charakterystyka statyczna obiektu identyfikacji: y=F (u, a_))
@, - wartos¢ zmiennejlosowej @ (losowo zmienna wielko§¢ w obiekcie)

fw(a)) - funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienistwa zmiennej losowej @ (60 eQc R ),

Y, - wartosé¢ zmiennej losowej Y - przeksztalcenie zmiennej losowej @

F - funkcja wzajemnie jednoznaczna wzgledem @ ,
a zatem istnieje funkcja odwrotna: ¢ = Fa)‘1 (u, y
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Wyb6r optymalnego modelu w
warunkach losowych

Warunkowa gestosc¢ rozkladu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej Y, pod warunkiem, ze zmienna
losowa U=U:

f,(ylu)= fw(Fw‘l(u,y))-‘JF\ y

gdzie ) 8Fw_1 (u, y)
oy

U, - warto$¢ zmiennej losowej U,
o gestosci rozktadu prawdopodobienistwa f, (u)

Je

Wejscie U 1wyjscie y  sg wartoSciami pary
zmiennych losowych (U, y)

UeWU R, yel cR"




(u,y.),n=12,....,N

Sa wartoSciami pary
zmiennych losowych (Q, Y)




Wyb6r optymalnego modelu w

warunkach losowych

Dwa mozliwe przypadki

-

Pelna informacja probabilistyczna

laczna gestos¢ rozkladu prawdopodobienistwa
f (u, y)pary zmiennych losowych (H,X)

lub

warunkowa gestosc rozktadu
prawdopodobienistwa fy (y‘u )
ibrzegowa  f (u)

53 znane

Niepelna informacja probabilistyczna

laczna gestos¢ rozkltadu prawdopodobienstwa
pary zmiennych losowych (U, Y] istnieje

ale nie jest znana a

W zamian dysponujemy pomiarami:

(u,y,),n=12,...,N

ktoére s wartoSciami pary zmiennych

losowych (g Y )
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Pelna informacja probabilistyczna

f(u,y)= fy(y\u)x f,(u) -jestznane

Model: V= q)(u) - szukamy funkcji @

Wskaznik jakosci: Q((D) = EX[CI@, CD(Q))]: I jq(y’ (D(u ))f (u’ Y)dy du

Model optymalny: & — Q(CD*): mqin Q(®)

u | Obiekt Y
~| identyfikacji
Y
@*
J =@ (u) o@) ——
- A
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Pelna informacja probabilistyczna

Q@)= [E[Q(VCD (u))lu= U]} J

w

[ jq(y,@(u»fy(yumy} f,(u)d

Dla ustalonego U warunkowa wartos¢ oczekiwana ma postac:
Q. (@) =Elaly, @w)u=u]= [aly. o)1, (vu)ay
- &

Optymalny model otrzymujemy:

(1) Q0" (u)=ming,(@(u)

Dla : aty.y) =ly-vy['ly-7]
Wskaznik jako$ci ma postac:

Q@)= Ely- oW [y-ow)lu=u]= [ly- o ly-o]r, (u)ay



Q,(@(u)=Efy-ow]ly-owu=u]= [ly-o@]y-ow]f, (vu)d

Q(PW) = Ey |y ylu| - 20E, |ylu| + @) (w)

Varay@(@W)) = —2E, [ylu| + 20°w) = 0,

©'@) = By [ylu] = [ v Gy
&
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Pelna informacja probabilistyczna

s> Regresja I rodzaju

Q,(0(u)- Ely-0)] [y-(u)]u =] [ly- o] [y -], ()&
- &
A VY

W wyniku minimalizacji
powyzszego wskaznika y=0(u)= EIX‘E =u
wzgledem CD(U) -
otrzymujemy optymalny
model:

[l
L)

7=®"(u)=E[ylu=u]= [y (yu)ay
- &

\

£l

63



Pelna informacja probabilistyczna

so Przyklad regresja I rodzaju dla rozkladu normalnego

taczna gestosé rozkltadu pary zmiennych losowych (Q, X) ma postac:

ot S Y ][]

uu uy

X, =
gdzie :3 - macierz kowariancji, 2 = { }

X, X

yu Yy

m, ,m, - wartosci oczekiwane zmiennych losowych odpowiednio: uiy

ulr 'ttty

Warunkowa funkcja gestosci prawdopodobieristwa ma postac:

1
i EXp[_%(y B my\u )T Z;lu (y N my\u )}

f, ()= (22) 22

1
y|u
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Pelna informacja probabilistyczna

so Przyklad regresja I rodzaju dla rozktadu normalnego

f (y\u): (27r)_; D % exp[—%(y —My, T Z;lu (y —My, )}

y|u

Macierz kowariangji: )y Jlu —Z -y yiy

yu“~uu“~uy

yu“<uu

Wartos$é oczekiwana: m| =m, +X 2 ( )

Optymalny model: y=d (u) = E[y\g:u]z J=my+E 2, ( )
v

yu<uu
y=d (u)=Au+b
gdzie: A= ZWZJ&

b=m, -2 >*m

yu“=uu'''u
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Pelna informacja probabilistyczna

Model:y = ®(u,d) - szukamy wektora parametrow 6

® zadana funkcja, 6 - wektora parametréw modelu
Uue % c R°, YG@%_QQL, Oec®c R
Wskaznik jakosci:  Q(6)= uEy[q(X, ®(u,0))|= j J'q(y, ®(u,8))f (u, y)dy du
uy 5
0> Qlo)= min Q(6)

Optimalny model: Y = ®(u, 0)
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Pelna informacja probabilistyczna

s> Regresja I rodzaju

Dla:

aly,y)=[y-y[ [y-v]

Q0)- | [y~ ol [y-ou.o:

x f(u, y)dydu

Ay;y
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Pelna informacja probabilistyczna

Czy jest jakas relacja pomiedzy regresja I rodzaju i Il rodzaju ?

®"(u)~?~d(u,6)

Wskaznik jako$ci:
Q0)=E|y-(u0)f |= [ [(y-0(u,0)f f(u,y)dyde
uy L9
Przyjmujac:

(CI)*(U)—CD*(U) = 0) oraz f(U,y)=f (y|u) f,(U) otrzymujemy:

Q(8)= I j((y —®"(u))+ (@7 (u)-@(u,0))f £, (yju)f, (u)dy du

68



Pelna informacja probabilistyczna

2 J{ J(y—qf(u)x@*(u)—@(u,e»fy(y\u)dy}fu o
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Pelna informacja probabilistyczna
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Pelna informacja probabilistyczna

Q(8)= _[ I(y —@"(u)f f(u,y)dydu+ I (@ (u)-®(u,6)f f,(u)du

Regresja [ rodzaju Funkcja wagi

Regresja Il rodzaju jest najlepszym przyblizeniem regresji I rodzaju
z funkcja wagi bedaca gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa wejscia
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Zadanie aproksymacji charakterystyki

statycznej obiektu

AVY
s« Sformulowanie

problemu o
N\
Q(0)= [a(F(u)@(u,0))g, (u)du 5= 00u0)
7 T
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Pelna informacja probabilistyczna

s> Relacja pomiedzy
regresja [ rodzaju a
regresja Il rodzaju

o Regresja Il rodzaju jest
najlepszym przyblizeniem
regresji I rodzaju z funkcja
wagi bedaca gestoscia

rozkladu -

prawdopodobienstwa
wejscia
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Wyb6r optymalnego modelu w

warunkach losowych

Dwa mozliwe przypadki

-

Pelna informacja probabilistyczna

laczna gestos¢ rozkladu prawdopodobienistwa
f (u, y)pary zmiennych losowych (H,X)

lub

warunkowa gestosc rozktadu
prawdopodobienistwa fy (y‘u )
ibrzegowa  f (u)

53 znane

Niepelna informacja probabilistyczna

laczna gestos¢ rozkltadu prawdopodobienstwa
pary zmiennych losowych (U, Y] istnieje

ale nie jest znana a

W zamian dysponujemy pomiarami:

(u,y,),n=12,...,N

ktoére s wartoSciami pary zmiennych

losowych (g Y )
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Niepelna informacja probabilistyczna

taczna gestosc rozkladu
prawdopodobienstwa
pary zmiennych losowych
u, X) istnieje

ale nie jest znana

W zamian dysponujemy
pomiarami:
(u,y,),n=12,...,N

ktoére sg wartoSciami
pary zmiennych
losowych (Q, X)




Typowe podejscia

s> Bstymacja wskaznikow jakosci
s> Bstymacja parametrow rozkladu prawdopodobieristwa

s> Nieparametryczna estymacja gestosci rozktadow
prawdopodobiernistwa
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie wskazniké6w jakoSci

Il
—
QO
—~
<
£
c
~
=
—t
<
—~
<
c
N
Q.
<

0,(000) - Ehly 0fu)1u -]

Eksperyment:

Dla ustalonego wejscia: u,
dokonujemy wielokrotnego pomiary
wyjscia Y.

n'm'

W wyniku otrzymujemy: ’ ¢
U,y )hm=12..,M,n=12..,N Yom [ i

gdzie:

M, - liczba pomiar6éw wyjscia dla
ustalonego wejscia U, .
N - liczba r6znych wartosci wejs¢
N
N=>M, - liczba wszystkich pomiaréw

n=1
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie wskaznik6é6w jakosci

Oszacowanie wskaznika jakosci:

Q,(@(u) E[q(ycb Mu=u]= quCD u))f, (y u)dy
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie wskaznikéw jakoSci

Dla

Wskaznik jakosci:
Q,((u)=Efy -0 [y -oluJu=u]- [[y-o@] [y-o)t, )y

dla ustalonego U = U, 7

Qur, (0u) =113 Yo =00, [~ 0, )]

Estymacja funkgcji regresji I rodzaju:

y=0"()=Elyu=u]= [y f(yju)ay
! y

R
yn :M—Z)/nm, n=1,2,... N

n m=/ 79



Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie wskaznik6é6w jakosci

Oszacowanie wskaznika jakosci:

Qu(0) =35 22y, ¥(0,0)
lub
Qu(0)= o 33 aly 0,0
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozktad6éw prawdopodobiefistwa

Estymacja parametrow gestosci rozkladu prawdopodobienstwa

Parametry gestosci rozkladu prawdopodobieristwa nie sa znane

f(u,y)=f,(uy,a)
fo - known function, o € o/ - nieznany wektor parametréw

Funkcja wiarogodnosci

N
UN’YN’a):H fa(un’yn’

n=1
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozktad6éw prawdopodobiefistwa

Oszacowanie:

a, =%, U,.Yy) = LU,.Y, )= maxL(U Yy, a)

Wskaznik jakosci: ~ Q,,, (CD(U), ay )= J'q(y, CD(u )) f, (U, Y,y )
& Ifa(u’y’aN)dy
&

©; (U)->Q,, @, [)a, )= minQ,,. (®(u).a, )

®(u)

dy

Regresja I rodzaju

y=@, (UO‘N

Wskaznik jakosci: Q, («9,05,\I )= J jq(y,@(u,é’)) f (u, Y,y )dydu
Uy

*

gaN - QaN (Q;N ’aN ) Tel(g] Q (9’ aN ) .



Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozktad6éw prawdopodobiefistwa

X_ zmienna losowa, funkcja gestosci rozkladu prawdopodobienistwa f,(x)

istnieje lecz nie jest znana. dim x= P

Obserwacje: 4 %, - % ]= X,
Estymator Parzena :

I Sy [X=%
f(X)x fo(xXy)= NhP (N )ZK(h(N)j

h(N)>0, lim h(N)=0, lim h”(N)=o0

N —o0 N —oo

U

gdzie:

1
prZYklad h(N): CN —a C>090<a<5

K, - znana funkcja jadra, taka ze:

sup\KX(x){<oo,j (x)dx = 1I\K x)dx <oo, lim K, (x)=0
oo J e
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozktad6éw prawdopodobiefistwa

Przyklady funkcji jadra K,

KX(X):{I diafx|</

0 dla|x|> 7

A/

- -




Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozktad6éw prawdopodobiefistwa

Estymator Parzena funkcji gestosci rozktadu prawdopodobienstwa
pary zmiennych losowych é, y

Estymator Parzena funkcji gestosci rozkladu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej u :

fu(UsUy) ZN:K(““]
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozktad6éw prawdopodobiefistwa

Estymator Parzena funkgcji gestosci rozkladu warunkowego
prawdopodobieristwa f, (y‘u :

S k)
R T
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozktad6éw prawdopodobiefistwa

Konsekwentnie:

Qu(@U)U,. Yy )= [aly, @), (yjuUy. Yy )dy

y= d):l (U;U N TN )_) Qun (@:1 (u,U N TN ),U N TN ): Ig(ij} Qun (di(u),U N TN )

Dla:  q(y,y)=[y-¥] [y-V¥]

Regresja I rodzaju

y =@y (u;U .Yy )= jy fn (y|u;UN Yy )dy -
&

U)o
~ ht N (u—u
) ZK“\ h(N;]
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozklad6éw prawdopodobiefistwa

Dla specjalnej postaci funkgji K, (y), takiej ze K y (y)=K y (-y) mamy:

ik Ky(yhfwyfjdy:y“

Wowczas regresja I rodzaju przyjmuje postac:
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Niepelna informacja probabilistyczna

Empiryczne oszacowanie rozktad6éw prawdopodobiefistwa

Optimalny model:

Qu(G:Uy, Yy )= [ [aly, @(u,0))fy (U, y;U,, Y, ) dydu

A TP el

0Uy Vi) > Qu(63:U,Y  )=minQ,(6;U,.Y )
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