Metody Systemowe i
Decyzyjne w Informatyce

Wyklad 3. Elementy wspomagania decyzji



Model w badaniach systemowych

Efekt:

. » nowa wiedza

Wyniki: » nowe obiekty

» procedury zarzadzania
» urzadzenia sterujace

» aparatura pomiarowo-
-kontrolna

> wnioski i hipotezy
» metody projektowania odniesienie wynikoéw
> metody zarzadzania > do obiektu
» algorytmy sterowania
» metody diagnostyczne

zjawisko,
proces, obiekt

eksperyment wyniki
badacz
Cel:
» poznanie
> projektowanie v v
» zarzadzanie - model poréwnanie
» sterowanie

> diagnostyka
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Podstawowe zadania identyfikacji

podsumowanie
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s> Stformutowanie zadania decyzyjnego
s> Typowe zadania decyzyjne

s> Analityczne metody optymalizacji
o Zadanie optymalizacji bez ograniczen
o Zadanie optymalizacji z ograniczeniami rownosciowymi
metoda mnoznikéw Lagrange’ a
o Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nieréwnosciowymi
metoda Kuhna - Tucker’a

s> Numeryczne metody optymalizacji - wprowadzenie



Sformutowanie zadania wspomagania

Obrazy:

http:/ /ziemianarozdrozu.pl/encyklopedia/67/hydroenerget
http:/ /kresy24.pl/showNews/news_id/5871/

http:/ /windy-future.info/2009/10/13/large-wind-turbine/

Elektrownia wodna  Elektrownia atomowa  Elektrownia wiatrowa
2
x® x(2) 5

C,,C,,C; - koszt jednostkowy

xP x® x®  _obcigzenie elektrowni - : y
wytworzenia energii

zmienne decyzyjne
Cel: minimalizacja kosztow wytworzenia: F(x®,x?,x®)=c¢x® +¢,x® +¢,x?

Ograniczenia: - spelnienie zapotrzebowania na energie:  x® +x® +x® > g

- mozliwosci poszczegblnych elektrowni: 0<x™ <¢ , n=123


http://ziemianarozdrozu.pl/encyklopedia/67/hydroenergetyka
http://kresy24.pl/showNews/news_id/5871/
http://windy-future.info/2009/10/13/large-wind-turbine/

Sformutowanie zadania wspomagania

decyzji

x @

(2)
X
Zmienne decyzyjne: X =| | Funkcja celu: Y = F(X)

_X(S)

Zbiodr rozwiazah dopuszczalnych (zwykle okreSlony przez wskazanie ograniczen):

XeY,
Decyzja optymalna: X — F(X7) = migr; F(x), minF(Xx)= —max(— F(X))

Decyzja zadowalajaca: X > F ()?) <F (X*)-I— a=yAXeY



Typowe zadania decyzyjne

Zadanie decyzyjne bez ograniczer: 7] = R°

MEN
p(x)=0

@y

x®

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami
nierOwnosSciow ymi:

) :{XG@S 1w, (X)<0,p,(X)<0,...,¥,, (X)SO}

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami

rownosciowymi:
‘a 9 = {XE@S @, (X)=0,0,(x)=0,...,¢, (X)=0,L < S}

NN

x D




Analityczne metody optymalizacji

so Zadanie optymalizacji bez ograniczen

so Zadanie optymalizacji z ograniczeniami rOwnosciowymi
- metoda wspolczynnikéw Lagrange’a

s> Zadanie optymalizacji z ograniczeniami
nierownosciowymi - metoda Kuhna-Tuckera



Metody numeryczne

X" — F(x") =min F(x),

X €Y
Konstruujemy ciag przyblizer na podstawie wartosci funkcji F(X) w danym
punkcie X

VAR VARVERVARE
F(x,) > Fx) > F() > -« > F(x)=F(X")

N




Typowe zadania decyzyjne

so Programowanie liniowe

Zmienne decyzyjne: X € @( - R> C,
T : (s) C2
Funkgja celu: F(x)=c x= Z CX™ C=| .
s=1
Ograniczenia: [ al(l) | | Cs | Ch
T a(z) T r(nz)
§0|(X):a| X—a, :O’ q, = l. Wm(x):bmx_ﬂ SO, D — bm
1=12,...,L ‘ m=12,...,M L
(s) .
&7 b |




Typowe zadania decyzyjne

so Programowanie kwadratowe

Zmienne decyzyjne: X € @X C R>

Funkcja celu: F(x)=x"Ax+b'x+c AcR> beR®, ceR
Ograniczenia:
d® e’
p()=dix-e, =0, |d? Vo) =enx=B, <0, _|&
e | — .
1=12,...,L R m=12,...,M :
de e

11



Typowe zadania decyzyjne

O Programowanie ilorazowe

Zmienne decyzyjne: X € Y C R®

.
Funkgja celu: F(X)ZaTX+b ae%S,bE@,CEQS,d eR
c X+d
Ograniczenia: B pl(1) 7 _q r(nl) ]
(2)
A =pix- =0 o _ P Vu(X)=0px= B, <0, g =|On
|=12,..., L : m=12,....M .
pI(S) qf("S)

12



Typowe zadania decyzyjne

s> Programowanie catkowitoliczbowe

Zmienne decyzyjne: X e @7: @( M {X(S) (S %, s=12,..., S}

x (2) 4
Inne rownowazne

L/

X € @Tz {Xl, Xoyoony Xy } - typoszereg

o ) X e @7: {X(S) c {O, 1}, s=1 2, ,,,,S}- programowanie

// // —

zero - jedynkowe (Boolowskie)

»

x @D

13



Podejmowanie decyzji w warunkach
niepewnoscl

F(x)=E[F(x @)
% =El9(e)]=

_ {XE@gs; Elp(x,®)]=0,1=1,..., L, E[ (x,0)|]<0,m=1,..., M}

w

X" — F(x*): min F(x)

xeD,



Zadanie polioptymalzacji

X - wektor zmiennych decyzyjnych

F(X),F,(X), ... ,F, (X) -Xkilkar6znych funkgcji celu - ocena wielokryterialna

15



Programowanie dynamiczne

Proces dynamiczny: VY, ., =P(Y,,X,) n -takt
X, - decyzja w n - tym takcie

Y, - stan procesu w n - tym takcie

X X X
0 : \ 15 Saving Tips by
) ) > o o
Yo Y1 Y2 Iv o Ya
Zadanie decyzyjne: znaleZ¢ ciag: X;, Xl* peeos XL ,
http://www.all-freeware.com/
dla ktérych wskaznik Q(Xo, Xpyeeos Xy ) przyjmuje warto$¢ minimalna

16



Podstawy matematyczne

O OB

3.0 Przydatne definicje, wlasnosci




Podstawy matematyczne

Zadanie optymalizacji: X* — F(X") = mj@rg F(X)

Minimum lokalne: Vo3 o .

JF(X) <F(X)

Minimum globalne: V,_, F (x") < F(x)

F

Minimum
lokalne

Minimum
globalne



Podstawy matematyczne

Zbior wypukly: Vxl,xzeg;/lxl +(1-A)x, €9, Ae<01l>

- zbiér wypukly ’ - zbiér niewypukly
I: A

Funkcja wypukla: F(X,)

F(AX, +(1-)X,) <AF(x)+(@Q-A)F(x,), Ae<01l> F(x)




Podstawy matematyczne

Funkcja pseudo - wypukla: A
Zgodnie z rozwinieciem Taylor” a funkcji mamy:

F(X) = F (%) + (X=%,) [V ,F (%)]+ O, (| = %)

(X=%)"[V,F(x)][20 = F(x)>F(x)

Funkcja quasi - wypukla:

T ={xe T :F(X)<a} - zbiér wypukly

><V

20



Podstawy matematyczne

ax(l) - < N j\»"/{

RSP B T e
aF A \//\ b / P
o R -~ . L
Gradient: VXF (x) — )

ox®? |= grad F(x) e / _

X A N A
oF S s
4_-\‘.‘-» - - / i \)/\ /\(}.\
(S) - T NS
_aX _ O T T T e S R
X(l)
0°F O°F O°F
oxvf  xPx®  xOx®
o 2 2 2
Hessian: 0°F 0°F o0°F

HOO=VAF)=| @@ sx@f ~ ax@x®

0°F PF  OF
ox®ox®  oxPox? o(x® ¥

_ 21



Podstawy matematyczne

Wilasnosci Hessjanu:

0°F O0*F | |
oxMax D = PVOPWO —> H jest macierza symetryczna
Jezeli V XT Hx >0 to H jest dodatnio okreslony

X#0g

Jezeli Vx¢o x' Hx < O to H jest ujemnie okreslony
S
. . T . . pd pd
Jezeli ‘v’x¢08 X Hx >0 to H jest dodatnio pét okreslony

Jezeli ‘v’x;tos X' HX <0 to H jest ujemnie p6t okreslony

22



Podstawy matematyczne

Kryterium Sylwestra:

H = [hij ]i=1,2,...,8 - macierz Hessa
j=1,2,...,S

Jezeli Vs=1,2,...,S det(H_)=det [hij ]i=1,2,...,s (0  tomacierz Hjest

1 dodatnio okres$lona
j=1,2,...,s

to macierz H jest
dodatnio poét okreslona

Jezeli ¥ {i,,i,,---,i;fe{l, 2,--, S} det [hij ]ie{il,iz,---,is} >0
J'E{ipiz""’is}

Wartosci wlasne macierzy H
det(H-h1)=0 h,h,,....hy - wartosci wlasne macierzy H

Jezeli Vs=12,...,S h,>0 tomacierz H jest dodatnio okreslona

Jezeli Vs=12,...,S h; >0 tomacierz H jest dodatnio p6t okreslona

23



Vs=12,..5 det(H.)=det|[n]., ,[>0

j=1,2,...,s

_{1:!_1_4 h12l h13 hlS

a1 hagi haz i has

H = [hij]i=1,2r-n5 =[h31 h3y hs3 h3s§
i=1,2,-,8 [T SR .

hSl hSZ h.5'3 h.S'S

______________________________________






Typowe zadania decyzyjne

O OB




Typowe zadania decyzyjne

Xy
Zadanie decyzyjne bez ograniczer: 7] = R°

x @
p(x)=0

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami

réwnosciowymi: MEY
‘a 9 = {x eR® 1p(X)=0,0,(x)=0,...,0,(X)=0,L < S}

x P

x®

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami
nierOwnosSciow ymi:

9 :{XE@iS 1y, (X)<0,p,(x) L0,...,p,, (X)SO}




Analityczne metody optymalizacji

so Zadanie optymalizacji bez ograniczen

so Zadanie optymalizacji z ograniczeniami rOwnosciowymi
- metoda wspolczynnikéw Lagrange’a

s> Zadanie optymalizacji z ograniczeniami
nierownosciowymi - metoda Kuhna-Tuckera

28



Zadanie optymalizacji bez
ograniczen

O OB

3.1 Analityczne warunku optymalnosci




Zadanie optymalizacji bez ograniczeni

Zadanie optymalizacji: X~ —> F (X*) = min . F (X)
XeD =R

Zatozenie: F (X) jest funkcja ciggla i r6zniczkowalna.
Warunkiem koniecznym aby X’ bylo minimum lokalnym jest:
V. F(X)|,. =0s

Jezeli F(X) jest funkcja pseudo - wypukly, powyzsze rownanie jest warunkiem
koniecznym i wystarczajagcym aby X byto minimum globalnym

Jezeli H (X) jest dodatnio pét okreslona V X € R° to rozwigzanie
powyzszego rownania jest minimum globalnym

Jezeli H (X) jest dodatnio okreslona V X € R° powyzsze rownanie ma jedno
rozwiazanie X ijest ono minimum globalnym

30



Zadanie optymalizacji bez ograniczeni

Roéwnanie V/ 3 F (X)

= Os moze mieé wiele rozwigzan
X*

F(x)4

v

*

X

Warunki optymalnosci drugiego rzedu:

Jezeli H(X") jest dodatnio pét okreslona w punkcie X
to X" jest minimum lokalnym

Jezeli H(X") jest ujemnie p6t okreSlona w punkcie x*

to X" jest maksimum lokalnym
31



Przyktad 2.1.1

o F(xW,x@)) = S(x(l))2 + (x(z))z — 4xWx(2) — 25D + 3

9F(x(Vx®)]
| (1) (2) _ | ax® _ [10x™* — 452 — 2] _ [0] (1)
o VxF(x ,x )|x=x* aF(x(l),x(z)) zx(Z)* _ 4x(1)* 0 (2)
0x@  Hly_

o 7z (2) = x(3)* = 2x(W)*
o 7 (1) » 10xW* —8x(W* =2 - x(* =1 x(2)* =2

) = TP (x0,x) = [ 10 ]

)79
> detHy, = det ho ’;] —20-16=4>0

s> Macierz H(x) jest dodatnio okredlona zatem punkt x* = B] - minimum



29

7

7

29

7

29

7

Przyktad 2.1.2

F(x®,x®@) = oc(x(l))z + (x(z))2 — 4xWx @ — 251 4 3
_6F(x(1)’x(2))_
(1) ,(2) _ | ax® _ [20x®* — 4x@* — 2] _ [0] (D)
VF (2, x| e = [ op e e 2@ _ 4 | T o] (@
i ax(z) dly=y*
z (2) » x@* = 25
z (1) = 200 — 8xWr =2 5 xyWr = L @ = 2 5 4
oa—4 o—4
H(x) = Ve  F(xW,x@) = sz —;L]
detH,; = det[2a] =2a>0->a >0
detH,, = det[24a g] =4a —-16>0->a>4
L
Dla a > 4macierz H(x) jest dodatnio okreslona a punkt x* = “;4 - minimum
a—4



Przyktad 2.1.2 c.d.

s> Dla @ > 4 macierz H (x) jest dodatnio okreslona

-]

a—4

so Punkt x* = - minimum o # 4 funkcji

2

a—4

o F(xW,x2)) = oc(x(l))z + (x(z))z — 4xWx@) — 251 43




Przyktad 2.1.3

o F(x) =xTAx+bTx +
7o A — macierz symetryczna, dodatnio okreslona

-all A1 o Aqs]
ar1 aAro ot Aos
o A= [aij]i=1,2,...’5 = . . . .
i=1,2,S
|ds1 QAgsp -+ Qdgs.
[ (D)] by
(2) b .
o x =% 7| b= :2 , - S -wymiarowe wektory
x(5)] bs

29 VXF(JC)lx:x* — Vx(XTAX + bTX +cC )lx:x* — OS |x=x*



Przyktad 2.1.3 c.d.

5 (A11 A1 7 A1s] [, (D]
s a 2
o xTAx =[x x@ . )] 21 Q22 . 25 x(. )
as1 Asp -+ Ass) xS
o xTAx = ¥i_q X3-qa;; x Dx )
A(xTAx)] T o N "
dx® x( (Zi=1 z:}(?=1 ajx Dx )
0(xT Ax) 0 S wS N (i
- Vx(xTAx) = |52 |= ) (Zi=1 Zj=1 ajj x( l)x(J))

G, T d S s. N (i
e | (52 029)



Przyktad 2.1.3 c.d.

B ax(l) (Zio1 ZjogayyxtV U))

S
o Ve (xT Ax) = ax(Z) (Xi=1 2 1aux(‘) V)

i x(s) (Z.lg 12} 1aU x( l)x(]))

_ZJS"=1 al} +Zl_ a;q x(l)_
7 Vx(xTAX) = Z].S":l AzjX 2 +Zi:1 aizx(‘)

S ~ (N xS ~ (D



Przyktad 2.1.3 c.d.

S () S (i)
_10QyiX
wo VU, (xTAx) = |~J/=172 + | =1 diX
S S i
j=1aij(]) i—q as1x D)
(xT Ax) =
(a1 A1 7 ais’ _x(l)_ A1 Qp1 gy _x(l)_
21 022 a.zs x(.z) oz a2 a{;g x(.z)
as1 Asz - Asslix®)] lasy asy 0 ass] Lx®)]

V.(xTAx) = Ax + AT x
dla A = AT V,(xTAx) = 2Ax




Przyktad 2.1.3 c.d.

o Ve (bTx) = |ax®@ (Ziza bix V)| 2 =b

_% (Zf=1 bix(j))_




Przyktad 2.1.3 c.d.

o Ve (xTAx + bTx + ¢ )|y = 2Ax* + b = 04
s X = —lA_lb
2

soH(x) =V (xTAx + bTx+¢) =V, (2Ax +b) = 24

= Macierz Hessa dodatnio okreslona bo A jest dodatnio okreslona



Zadanie optymalizacji
Z ograniczeniami rOwnosciowymi
&V 3

3.2 Metoda mnoznikéw Lagrange’a




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange’ a

Zadanie optymalizacji: X~ — F(Xx") = min F(X)

X" €Y

T ={xe R 0,(x)=0,0,(x)=0,...,0,(x) =0, L<S |
@Xz{XE@S: p(x)=0,, LSS}

_¢1(X)_ 0]
@,(X) 0

0, =|.|rL— zer

@(X) =

K4 (X)_ —O—/

42



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

s> Metoda wspotczynnikow Lagrange’ a

Funkcja Lagrange’a:

L
L(x, ) =F()+2 4a () =FX)+20(X) [p0] [4
- gdzie: p(0=| 7% 12| | Weporeymaikon
- Lgrange’ a
Warunki konieczne optymalnosci: Lo (X)_ A
V. L(x,A) o r = O,
V,L(x,A) — 0, Rozwigzanie regularne

& rank G(x) =rank [G(x) : -V F(x)]
G =V, (x) | Vi, (x) P - PV, (X))

43



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange’ a

Powyzszy uklad réwnan moze mie¢ wiele rozwigzan
Warunki optymalnosci drugiego rzedu:

Oznaczmy: H, (X) =V, L(X, Z)

Jezeli H (X") jest dodatnio okreslona w punkcie X"
to X” jest minimum lokalnym

Jezeli H (X) jest ujemnie okre$lona w punkcie
to X" jest maksimum lokalnym X"

Jezeli funkcja F (X1) jest wypukla, a ograniczenia sg liniowe czyli maja
posta¢ ¢, (X) = p, X—a, =0, 1=12,...,L to powyzszy uktad réwnan
ma jedno rozwigzanie i jest ono rozwigzaniem optymalnym

44



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

x®

L(x,41)= F(x)+ A¢(x)
Warunek konieczny optymalnosci:

VL(x,1)=V,F(X)+ AV ¢(x) =0
gdzie:

A € R - wspolczynnik Lagrange” a

45



Wyjasnienie warunkéw koniecznych

s X1, Xy = F(x1,x3) = min F(xq,x,)
X1,X2

> Przy ograniczeniu @(x1,x;) = 0

o @(x1,%2) =0 = x5 = P(xq)

s X, — F(x’{,tp(x’l")) = n;in F(xltp(xl))
1

dF(x1W(x1)) _ OF (x1,X2)  OF (x1,%2) dP(x1) _ 0
29 — _
6x1 6x1 axz dx1

so Pochodna funkcji rozwiklanej

dp(x1,x2)
. ap(x1) _ axg
? dx;  9ekx1x3)

axz



Wyjasnienie warunkéw koniecznych

o dp(x1,x2)
- 6F(x1,x2)+6F(x1,x2) 0x1 — 0

0x1 0> IETIEZED)
axz
0F(x1,x2)
axz
0 0ZNAczmy A = — o0
axz

aF(xlrxz)_FA 0@ (x1,X32) -0

29

6x1 6x1
OF (x4, d ,

. (x4 3’62)_|_7t @(x1,X2) =0
axz axz

o Xy = Plxg) = @(x1,x2) =0



Wyjasnienie warunkéw koniecznych

o L(x1,%2,A) = F(xq1,%2) + A (x4, x3)
OL(x1,x2,0) _ 0 — OF(x1,X2) Y 0p(x1,X2) _ 0

%

6x1 6x1 6x1
. OL(x1,%2,A) N OF(x1,x72) Y 0p(x1,X2) —0
- axz axz axz
L
- d (xal,AXZ;A) =0 - (p(x]_; xz) =0

o Ogolniej
V.L(x,A)| . . =04
V,L(x4)|,. . =0,



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

L(x, A1) = F(x)+ A¢(x)
gdzie:
1 e R - wspoOlczynnik Lagrange” a

Warunek konieczny optymalnosci:

V.L(x,A) =V, F(x) + AV, p(x) =0

VeF(x) = —AV,p(x)

aL(xl,X2,l) . 0
oA B

VAL(JC, )\) —

0 @(xq1,x5) =0

49



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

s> Metoda Lagrange” a - Przyktad 1

x® a

FO)=(xOF +(x?f N Y

. |2

o =x® + x40 /\xu
/GD\ \ ®
LG 2)= (0 () 420+ x4 &// -

50



Przyklad 2.2.1

B L) = (xM)° 4 (x@) 4+ Ax® + x@ — 4)

-
_ |ax®| _ [2x™ 4+ A =[0] (1)
2 BN = o | = | A] of ()
0x(2) ]
o BLEN) =2=x0+x@-4=0  (3)
oz () »x®==-2 7z (2)>x®@=-7
A A _ —
mZ(B)—)(—E)+(—E)—4—O czyli A=-4
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Przyktad 2.2.1 c.d.

P [ OL | o
)
w VL d) = agf =% (2)+ﬂ
0x(2) 2x'9
02%L 02L

92 (1) Ax@Dgx(2) 2 0

70 HL = Vxx L(x, A) — 622614 xazLx — [0 )
| 9x ()9 x (1) 92x@ |

79 d@tHLl]_: d@t[2]=2>0, dEtHLzz — [g g]=2X2=4>0
so Macierz Hj = [?) g] jest dodatnio okreslna

s Punkt x = [2] - minimum
2 52



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

s> Metoda wspotczynnikéw Lagrange’a - Przyklad 2

rozwigzanie nieregularne
x? a

F(x)= (x(l) )2 + (x(z) )2

@(X)

o(X) = (x(z) )2 — (x(l) —1)3 =0

N
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Przykiad 2.2.2

BLeN) = (xO) + (@) N(x@) - (x© = 1)°)

-
(1) — 3 (x® —
e = [0 = [0 30 )| oy )
e 2% @) 4 225 (2) 0 (2)
L OX 7
o TyL(x, 1) = % = (x@)* —(x® —1)* = 0 (3)

oz (2) > 2(1+D)xP=0 czyli xP=0,
oz (3) > (0)? — (xW — 1)3 =0, czyli x(M=1,
oz (1) > 2x® = 3 (x® = 1)°=2x1-3A(1 — 1)2=2 % 0

o Sprzecznosc ?7?
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

s> Metoda wspoOtczynnikow Lagrange’ a - wyjasnianie
L
V,L(xA) =V, F)+ Y 4V,0,(x) =0
=1

GO =V, () 1 Vi, () 1o i Ve (9]
V.FX)+G(X)A=0  G(X)A=-V F(X)
Rozwigzanie powyzszego rOwnania liniowego istnieje jezeli i jest jednoznaczne gdy:
rank G(x) =rank [G(x) @ -V .F(x)|]=L

oraz niejednoznaczne gdy:

rank G(x) =rank [G(x) @ -V F(X)]|<L
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

s> Metoda wspotczynnikow Lagrange’ a

Funkcja Lagrange’a:

L
L(x, ) =F()+2 4a () =FX)+20(X) [p0] [4
- gdzie: p(0=| 7% 12| | Weporeymaikon
- Lgrange’ a
Warunki konieczne optymalnosci: Lo (X)_ A
V. L(x,A) o r = O,
V,L(x,A) — 0, Rozwigzanie regularne

& rank G(x) =rank [G(x) : -V F(x)]
G =V, (x) | Vi, (x) P - PV, (X))
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

Jezeli F(x) jest funkcja ciggla, rézniczkowalna i wypukla oraz ograniczenia
@, (X), @, (X),..., ¢, (X) saliniowe to uktad réwnari:

V.L(x,2)|.. . =0g
V,L(x,2),. . =0,

ma jedno rozwigzania i jest ono rozwigzaniem zadania optymalizacji z
ograniczeniami réwnosciowymi.

Powyzszy uktad réwnan w tym przypadku jest warunkiem koniecznym i
wystarczajacym
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwnoS$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

Uogodlniona metoda wspotczynnikow Lagrange” a

Uogodlniona funkcja Lagrange’ a:

L(x,4,45) =4 F(X)+Z/1|(P| (X)

1=
Warunki konieczne optymalnosci:

V. L(x, 4, 4,)
V., L(X,4,4,)

XAy S

:OL

X", A" A
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

s> Uogolniona metoda wspoélczynnikéw Lagrange” a

V,L( 2 ) = 4V, F () + 3 AV, () =0

L y) L ’
1° 2, #0 V F(x) +ZZ—'VX¢, (x) =05 = V,F(X)+ > AV, (x) =04
=1 Y =1
L
A =1 V.FX)+ Z AV, (X)=0; -ztego warunku otrzymamy
. 1=1 rozwiazania regularne
20 A, =0 Z AV.9,(X) =05 - ztego warunku otrzymamy rozwiazania
=1 nieregularne

Podobnie jak poprzednio otrzymane rozwigzania wymagaja zbadania
warunkéw drugiego rzedu czyli zbadania okre$lonosci macierzy:

H (X, 2,4)=V2L(X,4,4,).
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

s> Metoda wspoOtczynnikoéw Lagrange’a - Przykiad 2

x? a

F(x)= (x(l) )2 + (x(z) )2

p(x)=(x?f ~(x® -1 =0 /ﬁ
2

)l 46 oA} e

@(X)

N2
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Przykiad 2.2.2

Y T

0L | 2
(1) — 3 (x® —
VLG = a,@f) _ 220 23A(x ) 1) =[0] 83
ol 22ox ?) + 22x @
o TyL(x, 1) = % = (x®@)* = (x® —1)* = 0 (3)

79 Dla AO =1

- oL -
(1 _ (1 _

ailfn 2x@ 4 ZM(Z) (2)

> Jak poprzednio - sprzecznos¢ 61




Przykiad 2.2.2

2 L(x, ) = }\0 ((x(1))2 n (x(z))Z) B }\((x(z))z + (x(l) — 1)3)

o VL(x,A) = aZ{v _ zxox“)—?)k(x“)—l)z] =[o] (1)
ol 220x @ + 22x @ 0l (2)

o LGN = 2% = (@) - (¢ 1) = 0 G

s> Dla Ag=10

> V,L(x,2) = bl _ I37\(x W — 1)2] =[0] (1)

N e ol (2

o 7z (1) = 3A(xW — 1)2=0 czvlix®M =1,202) 5>x@ =0



Przyktad 2.2.2

s
- el B [Zhox(l) —3(x® — 1)2]

o V.L(x,A) = 3L
2 2
ol 2Xox ) + 220
0L d%L
525D 9xDgx @)
o Hy = Viy L(x,A) = aﬁL xazLx =
9x@ox® 2@ |
22 — 6A(xD — 1) 0 |_[o 0]
79 =
0 22 + 21| [0 22l

> Macierz Hj, jest dodatnio pot okreslona

s> Punkt x = [(1)] - minimum o3



Typowe zadania decyzyjne

Xy
Zadanie decyzyjne bez ograniczer: 7] = R°

x @
p(x)=0

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami

réwnosciowymi: MEY
‘a 9 = {x eR® 1p(X)=0,0,(x)=0,...,0,(X)=0,L < S}

x P

x®

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami
nierOwnosSciow ymi:

9 :{XE@iS 1y, (X)<0,p,(x) L0,...,p,, (X)SO}




Analityczne metody optymalizacji

so Zadanie optymalizacji bez ograniczen

so Zadanie optymalizacji z ograniczeniami rOwnosciowymi
- metoda wspolczynnikéw Lagrange’a

s> Zadanie optymalizacji z ograniczeniami
nierownosciowymi - metoda Kuhna-Tuckera
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Zadanie optymalizacji
Z ograniczeniami nieroOwnosciowymi
&V 3

2.3 Metoda Kuhna-Tuckera




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nieréwnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Zadanie optymalizagcji:

X" — F(X") = min F(x)

XeY, o
T ={xe R 1y, (x) <0,p,(X) <O0,...,p, () <0} | 2 0
(X) . WZ(X) OM — 0 .M
9 :{XE@S Zl//(X)SOM} gdzie: A :
W (X) ] 0]

A l//3(X) < O al _ﬁl_




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nieréwnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Ograniczenia nieaktywne Ograniczenia aktywne

w(x) <0 w(x)=0
MER @,

»




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Funkcja Lagrange’ a:

L(x, 1) = F(X)+ ' (X) & L(X, p) = F(X)+Zumwm(X) |
w, | wektor
gdzie: u= 2| wspolezynnikéw
Warunki konieczne optymalnosci: : | Lgrange’ a
| Hy
T
1 VﬂL(x,y)‘X*ﬂ* _
VL p) . - <0y
7= Oy < gdy rozwiazanie jest regularne
o, | B |
o = sz B :6:2

o< ﬂ — vs:l,...,sas < ﬂs

As Bs ]



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Warunki konieczne:

V,L(x 1) =V, F(x)&umvxwm(x):o

pV L) =1y (X) = Zumt//m(x) 0 ()
V., L(X, 1) = W(X)<O *) (X)) + 1y, (X) +.o 4+ gy (X) =0

1>0, vm y, (X)<0 vm u >0
vm .y, (X) =0
V. L(X, )| - . =0

/’lme(X) R m:1,2,...,|\/|




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnos$ciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

L(X, 12) = F Q)+ ity (%)
V, L(X, 1) = V, F (X) + 11,V 17, () = 0
U4V L(X 1) = i (X) =0
VL) =y () S0

My 20
M- te ograniczenie nieaktywne M- te ograniczenie aktywne
=0 7y (x)<0 o >0y (X)=0
V,L(x ) = V,F(x) = 0 VL% 12) =V, F () + 2,V 7, (X) = 0
V, LX) =y, (x) <0 VL p) =y, (X)=0

jak bez ograniczen jak z ograniczeniami rownoSciowymi



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Ograniczenia nieaktywne Ograniczenie aktywne

(X )y <0 Vn(X')=0
x (2} x4

é Wn(X) <0
x®



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnos$ciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Przykiad 1

F(x)= (x‘l) — 2)2 + (x(z) — 2)2
w,(x)=x" -1<0 @ 4
w,(x)=x? -1<0

G

L(x,A) = (x(l) - 2)2 + (x(z) - 2)2 + yl(x(l) —1)+ 1 (x(z) —1)



Przyktad 1.

 Liop ) =(®=2)"+ (x® = 2)" +1,(x® = 1) + pp, (x@ — 1)

| B 2(x™W —2) + py _ 10 (1)
o VL, p ) = [Z(x(z) _ 2) + 1, B [0] (2)
T _ m (x=1) =0 (3)

ST ACHTEY u(x@ —1) =0 (4)
W -1)<o0 (5)

50 V“'L(x’ H ) - (x(z) . 1) <0 (6)

R Hy =0 (7)

o W= Uy > 0 (8)




Przyktad 1. c.d.

5 19 i =0 -1<0??),u, =0x@ -1<07?7?),
z (1) - 2(xW-2)=0 ->xMW =2

z (2)-> 2(x@-2)=0 -x@ =2

z (5)>(2—-1)=12>=0sprzcznosc¢ z (5)

z (6)>(2—-1)=12>=0sprzcznos¢ z (6)

o 20 >0 —-1=0?22),u,=0x® -1<07??),
z 3)->mE®P-1)=0/1y->ExP-1)=0->xD =1
z (1)-21-2)+pu; =0-py=2

z (2)-> 2(x®-2)=0 ->x® =2

z (6)>(2—-1)=12>=0sprzcznos¢ z (6)



Przyktad 1. c.d.

b

M% e
7))

LA [/ /4




Przyktad 1. c.d.

2 3% 1 =0(xM-1<0??),u, >0x@ -1=027?),
z (1) - 2(xW-2)=0->xD =2

z (5)>(2—-1)=1=0sprzcznos¢ z (5)

z (@) ->u(x@P-1)=0/y > (x@P-1)=0-x@ =1
z 2)-21-2)4+pu, =0-p,=2

o 4% 1y >0(x®M-1=0?22),u,>0(x@ -1=07?),
z (3)->u(x®-1)=0/1 > (xP-1)=0-x® =1
z(1)-201-2)4+puy; =0-> =2
z (@) ->u(x@P-1)=0/y > (x@P-1)=0-xM =1
z 2)-21-2)4+pu, =0-p,=2

Punkt x = [ﬂ spelnia rOwnania i jest rozwigzaniem zadania



Przyktad 1. c.d.

b

M% e
7))

LA [/ /4




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Funkcja Lagrange’ a:

L(x, 1) = F(X)+ ' (X) & L(X, p) = F(X)+Zumwm(X) |
w, | wektor
gdzie: u= 2| wspolezynnikéw
Warunki konieczne optymalnosci: : | Lgrange’ a
| Hy
T
1 VﬂL(x,y)‘X*ﬂ* _
VL p) . - <0y
7= Oy < gdy rozwiazanie jest regularne
o, | B |
o = sz B :6:2

o< ﬂ — vs:l,...,sas < ﬂs

As Bs ]



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnos$ciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’'a

Przyklad 2 - rozwigzanie nieregularne

F(x) =(x® - 2f +(x@ ]
l/jl(x) =x? + (X(l) _1)3 <0 x? 4
w,(x)=—x? <0




Przyktad 2.

B Loon )= (x®=2)" + (x@ = 2)" 4, (x@ + (x® = 1)) = ppx@

| 2(x® - 2) + 31u1(x(1) - 1) o] ()
75 VxL(X; H ) = [ 2(96(2) . 2) + g — [ ] (2)
[ Mo
“ U VML(X, no) _sz(z) -0 (4)

| _ @+ 0 -1) <0 (5)

o VyLlgp ) = @ < (6)
NV Uy > 0 (8)




Przyktad 2.

so Powyzszy uklad rownan i nieréwnosci nalezy
rozwigzywac jak poprzednio przyjmujac odpowiednie
Wy oraz p,. Dla wszystkich przypadkéw otrzymamy
Sprzecznosc.

so Pokazmy ze rozwigzanie x = [(1)] widoczne na ilustracji

graficznej nie spelnia uktadu réwnan i nierownosci



Przyktad 2.

% Dlax = [(1)] otrzymujemy

| 121 —=2) + 3 (1 —1)% = =2 # 0 sprzecznol (1)
179) VxL(X, 8 ) — [ 2((1) _ 2) +u —u, = 0 ] (2)
| O+ @-1°3%=0 3)
50 MTVML(-X;M ) ! —u,0=20 (4)
| _lo+@a-1)3<o0 (5)
o VuLlop ) = -0<0 (6)

Rozwigzanie nieregularne



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnoS$ciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a
L x @ a
d1 X, =X, +7-d
d, - S
d=| . - kierunek w % 4%
: " /'
d d 0
LS _ >
o)
Zbioér kierunkéw dopuszczalnych Zbioér ograniczen aktywnych

D(X)={de®*:3r>0 x+de} 1()={me{,2,..., M}y, (x)=0}

x@, x@a ¥5(X)

»

1(x,) =D
1(x,) ={2, 3}
1 (x;) ={1}




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnoS$ciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Jaki warunek musi spetnia¢ na ograniczeniu aktywnym?

MON
vd € D(x) A Vmel(x)

o ¥, (X)=0
X=X+ e, >0

W, (X)<0 X

o (X) =y, (x+2d) =y, () +2d"V g, () + 0, (|«d]|) < 0
d'Vy (X)<0 >0
Vd € D(x) AVm € I(x) dTVme (xX) <0 - warunek analityczny

T(x)={deR*:V, el(x), d"V,p, (x) <0}



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami

nierownosciowymi Metoda Kuhna - Tucker’a

Przykiad 1

v, (x)=x® -1<0

x@ 4

y0=x7-1<0 A

e} (02 777

SO RN W A R

d Vle( ):

dTVxWZ(X):

d, d,.

d, d,.

1

} 1.d,+0-d, <0 = d,<0

} 0-d,+1-d,<0 = d, <0



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami

nierownosciowymi Metoda Kuhna - Tucker’a

Uwaga: Nie kazdy kierunek, ktéry spetnia warunek d'V y_(x) <0 jest kierunkiem
dopuszczalnym. Moze to prowadzi¢ do rozwigzania nieregularnego

D (x) # D(x)
@(X): {d e R :Vm e |(X)’ dTVXWm(X)SO} D(X) _ {d cR 37 x+d E@(}
v () =xP+(xP -1 <0 p,(0=-x? <0  F)=(x®-2f +(x®f

W punkcie X = Ll)} | (X _ ED _12) O

vx%(x>{3<x(”‘1)2 SHRZCEM

1 ] X=[H 1 -1

d’ —[d d'O—O-d 1-d, <0 d, <(
Vle(X)_[l 24 4 = 1t 2 = = 2 =

0d2 =0
d,—dowolIne

T _ l O _ .
d'Vy,(x)=[d, d,] |=0.d,-1.d,<0 = d,>



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

F(x)= F(xo+2d) = F(x,)+7(V, F(x)) d +0,(])
Jezeli kierunek d taki ze: (V,F(x))'d <0 to F(x)<F(x,)
czyli funkcja maleje w kierunku d
Podzielmy zbior kierunkow @(x) ={d € %°:V, e 1(x), d"V y, (x) <0} na:
T(x)={d e RV, el(x), d"V u, (X) <0} (V,F(x))'d >0
tj.: funkcja nie maleje we wskazanych kierunkach oraz
T(x)={d e RV, el(x), d"V,p, () <O} (V,F(x)) d <0
tj.: funkcja maleje we wskazanych kierunkach oraz
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Funkcja Lagrange’ a:
L(x, ) = F )+ "y (X) = L(x, 1) = F(x)+z o ()

Twierdzenie Kuhna - Tuckera - warunki komeczne optymalnosci:

Jezeli x” jest minimum lokalnym zadania z ograniczeniami nieréwnosciowymi,

funkgcje F, \Pl, ng yooos LI"M sa ciagle oraz funkcja F jest rézniczkowalna to
istnieje zestaw wspolczynnikow Lagrange’a i takich ze wraz z X~ spefnia
V. L(X, 1)| - o 0
u'V,L(x ,U)‘ »
. <0
o> OM

& X)) ={deR:V, el(x), dVy, () <0} (V,F(x)d<0=a



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nieréwnos$ciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’'a Warunki regularnosci rozwigzania

1. Karlina: ograniczenia wl(x), W, (X), e Wy (X) - liniowe

2. Slatera: ograniczenia ¥, (X), v, (X), N Vg (X) - wypukle oraz zbiér rozwigzan
dopuszczalnych ma niepuste wnetrze

3.Fiacco - Mac Cormica: w punkcie optymalnym gradienty wszystkich ograniczen
aktywnych sa l(niﬁwo niezakeirje, czyli:

¥Ymel{Xx V. X e s liniowo niezalezne

4. Zangwila: @(x*) = D (X")

5. Kuhna - Tucker’a: dla kazdego kierunku d € @J(X") istnieje krzywa regularna
rozpoczynajaca sie w punkcie x* istyczna do tego kierunku

Vde @(X*) 3 e(&l), de [O’ 1] _61(9)_ x4 Rozwigzanie
° e(O) =X e (9) _ e, (19) nieregularne
e e(9)eD, VIel0,1] : e( 9

e (4
o dE(\g)‘lg:O:T.d | S( )_

dg ;



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami

nierownosciowymi Metoda Kuhna - Tucker’a

v =x?+(x? -1 <0 w()=-x? <0 F=(x"-2f +(x@f

W punkcie X = m | [x = ED ={1, 2}

Ograniczenie 1 i 2 sg aktywne

Vo (X) _ {3()((1) _1)2:|

1

Gradienty ograniczen sa liniowo zalezne

W punkcie x = [1 warunek Fiacco — Mac Cormica
01 nie jes spetniony

Rozwigzanie
nieregularne




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nieréwnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Zadanie optymalizagcji:

X" — F(X") = min F(x)

XeY, o
T ={xe R 1y, (x) <0,p,(X) <O0,...,p, () <0} | 2 0
(X) . WZ(X) OM — 0 .M
9 :{XE@S Zl//(X)SOM} gdzie: A :
W (X) ] 0]

A l//3(X) < O al _ﬁl_




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Funkcja Lagrange’ a:

L(x, 1) = F(X)+ ' (X) & L(X, p) = F(X)+Zumwm(X) |
w, | wektor
gdzie: u= 2| wspolezynnikéw
Warunki konieczne optymalnosci: : | Lgrange’ a
| Hy
T
1 VﬂL(x,y)‘X*ﬂ* _
VL p) . - <0y
7= Oy < gdy rozwiazanie jest regularne
o, | B |
o = sz B :6:2

o< ﬂ — vs:l,...,sas < ﬂs

As Bs ]



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nier6wnosciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’a

Funkcja Lagrange’ a:
L(x, ) = F )+ "y (X) = L(x, 1) = F(x)+z o ()

Twierdzenie Kuhna - Tuckera - warunki komeczne optymalnosci:

Jezeli x” jest minimum lokalnym zadania z ograniczeniami nieréwnosciowymi,

funkgcje F, \Pl, ng yooos LI"M sa ciagle oraz funkcja F jest rézniczkowalna to
istnieje zestaw wspolczynnikow Lagrange’a i takich ze wraz z X~ spefnia
V. L(X, 1)| - o 0
u'V,L(x ,U)‘ »
. <0
o> OM

& X)) ={deR:V, el(x), dVy, () <0} (V,F(x)d<0=a



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nieréwnos$ciowymi

Metoda Kuhna - Tucker’'a Warunki regularnosci rozwigzania

1. Karlina: ograniczenia wl(x), W, (X), e Wy (X) - liniowe

2. Slatera: ograniczenia ¥, (X), v, (X), N Vg (X) - wypukle oraz zbiér rozwigzan
dopuszczalnych ma niepuste wnetrze

3.Fiacco - Mac Cormica: w punkcie optymalnym gradienty wszystkich ograniczen
aktywnych sa l(niﬁwo niezakeirje, czyli:

¥Ymel{Xx V. X e s liniowo niezalezne

4. Zangwila: @(x*) = D (X")

5. Kuhna - Tucker’a: dla kazdego kierunku d € @J(X") istnieje krzywa regularna
rozpoczynajaca sie w punkcie x* istyczna do tego kierunku

Vde @(X*) 3 e(&l), de [O’ 1] _61(9)_ x4 Rozwigzanie
° e(O) =X e (9) _ e, (19) nieregularne
e e(9)eD, VIel0,1] : e( 9

e (4
o dE(\g)‘lg:O:T.d | S( )_

dg ;



Typowe zadania decyzyjne

Xy
Zadanie decyzyjne bez ograniczer: 7] = R°

x @
p(x)=0

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami

réwnosciowymi: MEY
‘a 9 = {x eR® 1p(X)=0,0,(x)=0,...,0,(X)=0,L < S}

x (D4

x®

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami
nierOwnosSciow ymi:

9 :{XE@iS 1y, (X)<0,p,(x) L0,...,p,, (X)SO}




Zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwno$ciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange” a

s> Metoda wspotczynnikow Lagrange’ a

Funkcja Lagrange’a:

L
L(x, ) =F()+2 4a () =FX)+20(X) [p0] [4
- gdzie: p(0=| 7% 12| | Weporeymaikon
- Lgrange’ a
Warunki konieczne optymalnosci: Lo (X)_ A
V. L(x,A) o r = O,
V,L(x,A) — 0, Rozwigzanie regularne

& rank G(x) =rank [G(x) : -V F(x)]
G =V, (x) | Vi, (x) P - PV, (X))

97



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami

nierownosciowymi Metoda Kuhna - Tucker’a

Warunki konieczna i wystarczajace:

Jezeli funkcje F (X), wl(X), v, (X), ce Wy (X) sa ciggle i rézniczkowalne oraz
funkcja F(X) jest funkcja pseudo - wypukla, a ograniczenia Wl(X), W, (X), cea Wy (X)
sa funkcjami quasi - wypuklymi to wkiad rownan i nieréwnosci:

V. L(X, 1)| - *=O
u'v L(X,U)‘ r
. <0
i 2OM

ma jedno rozwigzanie i jest ono rozwigzaniem zadania optymalizacji z
ograniczeniami nieroOwnosciowymi



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami

nier6wnoSciowymi - Punkt siodtowy

Punkt siodtowy (X* , y*)

T Lx.p)

/(X"ﬂ) \ :

L(X*,,U*)S L(X,,u*) Vx e D(X) c R°
L(X*,,U)S L(X*,,u*) Vu>0,,
L(x", " )= min max L(x, z)

XeD(X) u=0y, 99



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami

nier6wnoSciowymi - Punkt siodtowy

Punkt (x*, ,u*) jest punktem siodtowym (X e D(x), u=0, ) &

1. x" —minimalizuje L(x, u)
2. v, (x')<0 m=12,..M
3. 4y, (x)=0 m=12..,M

Jezeli (x* , ,u*) jest punktem siodlowym funkcji Lagrange’a L(x,u) to jest
rozwigzaniem zadania optymalizacji:

X" > F(x") = mi@rg F(X)

G, ={xe R 1y, (X) <0,p,(X) <0,...,p, (X) <O

100



Szczegoblny przypadek

X" — F(x") = migrg F(X)

@Xz{XE@iS :XZOS,W(X)SOM}

L(x, 12)= F(x)+ u"y(x)

101



g, :{XE?/%S :xzos,w(x)soM}
L(x, )= F(x)+ 4" (x)

— {x e 7 \|I(X) < OM; —X < OS}

LOoup) =F) +ply(x) —p'x

Warunki Kuhna-Tuckera



LO¢,pu,pu") =FQo) + puly(x) —pu'"x

M
V, L(x, ') = F(x) + 2 o VW () — ' = 0

m=1
v Lo pp') = ply(x) =0
7,0k 1) = () < O

Vu'L(x» wu') =—x < O

u=0py, ' =0



Szczegoblny przypadek

X" — F(x") = migrg F(X)

@Xz{XE@iS :XZOS,W(X)SOM}

L(x, 12)= F(x)+ u"y(x)

104



Szczegoblny przypadek

X" — F(x") = m?@rg F(X)

P =\xe R :1p(x)=0,,y(x) <0, |

L(x, 2, )= F(x)+ & p(x)+ " (x)

VXL(X,A,y)(M =0

VLA u) =0,

yTvﬂL(x,z,y){“ =0

VLA ), . <0,
4 >0, 105



eSS
g :{XE@S :(D(X):OL’I//(X)SOM}
L(x, 2, #) = F(x)+ & p(x)+ " (x)
e(x) =0, =) <0,n—p(x) <0,

Ty={x€ o) <0,n—p) <0,y(x) <0y}

L(x, N, 1) = FO)+AT ()" @ (x)+u"y(x)

Warunki Kuhna-Tuckera



L(x, LA, ) = F()+ATo(x)-A'" @ (x)+uTy(x)

V. LG, L, A, ) =

L L M
= TF* ) MG () = ) X% + ) iy, () = 0
=1 =1 m=1

MV LGN, w) =AM e(x) =0
NV LA, W) = =) p(x) =0
MTVML(x, M) =plyx) =0

VrL(x, LA, n) = o(x) <0,

VarL(x, , A, n) = —p(x) <0,

VML()C, A,A,, M) — \V(x) < OM
A OL,A’ = OL,IJ = OM



Szczegoblny przypadek

X" — F(x") = m?@rg F(X)

g :{XEQS :¢(X):OL’W(X)SOM}

L(x, 2, )= F(x)+ & p(x)+ " (x)

VXL(X,A,y)(M =0

VLA u) =0,

yTvﬂL(x,z,y){“ =0

VLA ), . <0,
4 >0, 108



Metody analityczne

Problemy

Moga pojawic sie¢ problemy analityczne:

F, @, - zlozone funkgje nieliniowe

dim(x) - duzy wymiar

F,p,v - funkcje nier6zniczkowalne

F - analityczna postaé funkgji nie jest znana, a istnieje
mozliwos$¢ pomiaru wartosci funkcji w punkcie X

Powyzsze przestanki sklaniaja do poszukiwania metod numerycznych



Numeryczne metody optymalizacji

50 x* = F(x*) = min F (x)
XED,
£@
Problemy analityczne:

\ 1. Nieliniowa zlozona funkcja celu F
@ / 1 ograniczen ¢ orazi.
/ 2. Nier6zniczkowalnosé funkcji F, ¢
/ oraz .
/ 3. Nie jest znana posta¢ analityczna
funkgcji F, ¢ oraz i, moznajedynie
,zmierzy¢” wartos¢ funkgeji

4. Duzy wymiar wektora zmiennych

decyzyjnych.

D



Numeryczne metody optymalizacji

@

Algorytm
Xn+1 = lp(xn)! X0

* Wybor kierunku
poszukiwan.

* Optymalizacjaw
kierunku.

« Warunki zatrzymania
procedury.

X0y X1y eer Xppy i) XNy = X*
F(xg) > F(x1) > ..>F(x,) > ...>F(xy) = F(x%)



Wyb6r kierunku poszukiwan

@

@D

 Kierunki bazoweiich

modyfikacje - metody
bez gradientowe.

* Kierunki oparte na

gradiencie funkcji -
metody gradientowe.

* Inne



Optymalizacja w kierunku

X - punkt poczatkowy
x1 - punkt koficowy

d - kierunek

7 - dlugosc kroku w
kierunku

D

T* = F(xg+1*d) = minF(xy + td)
T
Xo,d - ustalone F(xy + td) £ f(7)
f (t) - funkcja jednej zmiennej (dlugosci kroku 7)
7" = f(7) = min f(7)

optymalizacja w kierunku = optymalizacja funkcji jednej zmiennej



Warunki zatrzymania procedury

IF(xn+1) _F(xn)l <
"xn+1 - xn"

IXn11 — xnll <& [F(xpiq) — F(xn)| < 6;

Uwaga!

Flx)
x@

Fl -4l

Fex, )L
FO eyl

@D



Dobra rada

||xn - x’n,” < €

D

X0, X o - r6zne punkty poczatkowe
X, X+ - odpowiednie punkty koricowe



s> Metody optymalizacji w kierunku
o Podzial rownomierny
o Podzial na potowe
o Zloty podzial
o Aproksymacji kwadratowej
o Metoda pierwszej pochodnej
o Metoda znaku pochodnej
o Metoda Newtona
o Metoda Bolzano

116



s> Bezgradientowe metody optymalizacji
o Hooka-Jeevesa (z krokiem dyskretnym i optymalnym)
o Rosenbrocka (z krokiem dyskretnym i optymalnym)

©)

©)

s> Gradientowe metody optymalizacji

©)

©)

©)

©)

©)

Powella
Neldera Meada

Gradientu prostego
Najszybszego spadku
Newtona

Gradientu sprzezonego
Zmiennej metryki

117



s> Metody optymalizacji z ograniczeniami
o Transformacji zmiennych
o Funkgji kary

+ Kary zewnetrznej (kary)
« Kary wewnetrzne (bariery)

o Metoda compleks
o Poszukiwania losowe

118



Dziekuje za uwage
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