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Metody Systemowe i  
Decyzyjne w Informatyce

Wykład 7. Programowanie liniowe



Zadanie programowania liniowego

Zakład może wytwarzać dwa produkty: 𝑃1 i 𝑃2. Ich produkcja jest limitowana 
dostępnymi zasobami trzech środków: 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3. Zasoby tych środków wynoszą 
odpowiednio, 14, 8 i 16 jednostek. Nakład środka 𝑆1 na wytworzenie produktu 𝑃1 
wynosi 2 jednostki, a na wytworzenie produktu 𝑃2 - również 2 jednostki. Nakłady 
środka 𝑆2 wynoszą odpowiednio, 1 i 2 jednostki, natomiast środka 𝑆3 - 4 i 0 jednostek. 
Zysk osiągany z wytworzenia jednostki produktu 𝑃1 wynosi 2 jednostki, a z 
wytworzenia jednostki produktu 𝑃2 - 3 jednostki. Należy zaplanować produkcję tak 
aby maksymalizować zysk.

Zmienne decyzyjne:
              𝑥1, 𝑥2 - planowana wielkość produkcji wyrobu odpowiednio, 𝑃1, 𝑃2.

Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2 

Ograniczenia: 
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14 

 𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0



Programowanie liniowe

Zmienne decyzyjne:
              𝑥1, 𝑥2 - wielkość produkcji odpowiednio produktu: 𝑃1, 𝑃2 
Funkcja celu:

𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2 
Ograniczenia

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14 
 𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 

4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

Produkt 𝑃1 𝑃2 Globalny 
zasób

Zasób 𝑆1 2 2 14

Zasób 𝑆2 1 2 8

Zasób 𝑆3 4 0 16

Zysk/jednostkę 2 3



Zadanie programowania liniowego

Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2 

Ograniczenia:
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14 

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

4𝑥1 ≤ 16 

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14 

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

2𝑥1 + 3𝑥2 = 18

2𝑥1 + 3𝑥2 = 12

𝑥1 = 4

𝑥2 = 2

2𝑥1 + 3𝑥2 = 14

( ) 



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


=

3

2
xFx

2𝑥1 + 3𝑥2 = 0



Zadanie programowania liniowego

Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2 

Ograniczenia:
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14 

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

4𝑥1 ≤ 16 

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14 

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

2𝑥1 + 3𝑥2 = 18

2𝑥1 + 3𝑥2 = 14

Zadanie jak poprzednio, z tym że łączna produkcja nie może być mniejsza niż 8

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 8 

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 8 Zbiór rozwiązań 
dopuszczalnych 
jest pusty
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𝐷𝑥 = ∅



Zadanie programowania liniowego

Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 4𝑥2 

Ograniczenia:
2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14 

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16 
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

4𝑥1 ≤ 16 

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8 

2𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 14 

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

2𝑥1 + 4𝑥2 = 20

2𝑥1 + 4𝑥2 = 8

𝑥1 = 4

𝑥2 = 2

Zadanie jak na wstępie, z tym że zysk jednostkowy dla produktu 𝑃2 wynosi 4 

𝑥1 = 0

𝑥2 = 4 Zbiór 
rozwiązań
alternatywnych

2𝑥1 + 4𝑥2 = 16
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Zadanie programowania liniowego

Rozważmy problem planowania produkcji, w którym występuje jedynie 
ograniczenie dotyczące środka 𝑆3 (jego zużycie nie może przekraczać 16 jednostek) 
oraz sformułowano dolne ograniczenie na łączną wielkość produkcji, która nie 
może być mniejsza od 3 jednostek. Zysk z poszczególnych produktów jak 
poprzednio.  

Funkcja celu:
𝐹 𝑥1, 𝑥2 = 2𝑥1 + 3𝑥2

Ograniczenia: 
4𝑥1 + 0𝑥2 ≤ 16 

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

2𝑥1 + 3𝑥2 = 12 

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3 

𝑥1 ≥ 0

𝑥2 ≥ 0

4𝑥1 ≤ 16 

Rozwiązanie nieograniczone

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 3 

2𝑥1 + 3𝑥2 = 16 
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Zadanie programowania liniowego

𝑥∗ → 𝐹 𝑥∗ = min
𝑥∈𝒟𝑥

𝐹 𝑥

𝒟𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝜑𝑙 𝑥 = 0, 𝑙 = 1, 2, … , 𝐿, 𝜓𝑚 𝑥 ≤ 0, 𝑚 = 1, 2, … , 𝑀, 𝑥 𝑠 ≥ 0 𝑠 = 1, 2, … , 𝑆 

𝐹 𝑥 = 𝑐𝑇𝑥 = ෍

𝑠=1

𝑆

𝑐𝑠𝑥 𝑠

𝜑𝑙 𝑥 = 𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 = ෍

𝑠=1

𝑆

𝑎𝑙𝑠𝑥 𝑠 − 𝑏𝑙 = 0 𝑙 = 1, 2, … , 𝐿

𝜓𝑚 𝑥 = 𝑎𝑚
𝑇 𝑥 − 𝑏𝑚 ≤ 0 = ෍

𝑠=1

𝑆

𝑎𝑚𝑠𝑥 𝑠 − 𝑏𝑚 ≤ 0 𝑚 = 1, 2, … , 𝑀

𝑥 𝑠 ≥ 0 𝑠 = 1, 2, … , 𝑆



Interpretacja graficzna

1. Rozwiązanie leży w 

wierzchołku



Interpretacja graficzna

2. Rozwiązanie leży na odcinku
    Rozwiązanie niejednoznaczne



Interpretacja graficzna

3. Rozwiązanie nieograniczone

lub

4. Zbiór rozwiązań dopuszczalnych jest pusty
    t.j.: 𝐷𝑥 = ∅



Przykład

𝐹 𝑥 = −2𝑥 1 + 𝑥 2   min

𝒟𝑥 = {𝑥 ∈ 𝑅2,  −𝑥 1 − 𝑥 2 + 1 ≤ 0,  2𝑥 1 + 3𝑥 2 − 6 ≤ 0, 𝑥 1 ,  𝑥 2 ≥ 0}

𝛻𝑥𝐹 𝑥 =
−2
1

−𝛻𝑥𝐹 𝑥 =
2

−1



Postać kanoniczna

𝐹(𝑥)  = 𝑐𝑇𝑥

𝒟𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 2, … , 𝐿, 𝑎𝑚

𝑇 𝑥 − 𝑏𝑚 ≤ 0, 𝑚 = 1, 2, … , 𝑀, 𝑥 𝑠 ≥ 0 𝑠 = 1, 2, … , 𝑆 

Postać kanoniczna

A:  𝒟𝑋 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿, 𝑥 ≥ 0𝑆

lub

B:  𝒟𝑥 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 − 𝑏 ≤ 0𝐿, 𝑥 ≥ 0𝑆}

𝑐 =

𝑐1

⋮
𝑐𝑆

, 𝑏 =
𝑏1

⋮
𝑏𝐿

, 𝑥 =
𝑥 1

⋮
𝑥 𝑆

, 𝐴𝑆𝑥𝐿 =

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑆

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝐿1 ⋯ 𝑎𝐿𝑆



Postać kanoniczna

1°   𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 ≤ 0       wprowadzamy sztuczną zmienną

𝐵 → 𝐴

𝑥𝑆+1 ≥ 0

𝑎𝑙
𝑇𝑥 + 𝑥𝑆+1 − 𝑏𝑙 = 0

 czyli

ഥ𝑎𝑙 =

𝑎𝐿1

⋮
𝑎𝐿𝑆

1

, ҧ𝑥 =

𝑥 1

⋮
𝑥 𝑆

𝑥 𝑆+1

, ҧ𝑐 =

𝑐1

⋮
𝑐𝑠

0

𝐹 𝑥 = ҧ𝑐𝑇 ҧ𝑥

ഥ𝑎𝑙
𝑇 ҧ𝑥 − 𝑏𝑙 = 0



Postać kanoniczna

𝐴 → 𝐵

𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 ≤ 0                                    

2°    𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙 = 0 ≡

                                    −(𝑎𝑙
𝑇𝑥 − 𝑏𝑙) ≤ 0

3°    𝑥 𝑠   - nie jest ograniczone

𝑥 𝑠 = 𝑥 𝑠 ′  − 𝑥 𝑠 ′′

𝑥 𝑠 ′ ≥ 0, 𝑥 𝑠 ′′
≥ 0

ҧ𝑥 =

𝑥 1

⋮
𝑥𝑠−1

𝑥 𝑠 ′

𝑥 𝑠 ′′

𝑥𝑠+1

⋮
𝑥𝑠

, ҧ𝑐 =

𝑐1

⋮
𝑐𝑠−1

𝑐𝑠

−𝑐𝑠

𝑐𝑠+1

⋮
𝑐𝑠

, ഥ𝑎𝑙 =

𝑎𝑙1

⋮
𝑎𝑙𝑠−1

𝑎𝑙𝑠

−𝑎𝑙𝑠

𝑎𝑙𝑠+1

⋮
𝑎𝑙𝑠

𝐹 𝑥 = ҧ𝑐𝑇 ҧ𝑥

ഥ𝑎𝑙
𝑇 ҧ𝑥 − 𝑏𝑙 = 0



Postać kanoniczna

𝐹 𝑥 = −2𝑥 1 + 𝑥 2    → 𝐹 𝑥 = −2𝑥 1 + 𝑥 2 +0𝑥 3 +0𝑥 4

 −𝑥 1 − 𝑥 2 + 1 ≤ 0 → −𝑥 1 − 𝑥 2 + 𝑥 3  + 1 = 0 𝑥 3 ≥ 0

 2𝑥 1 + 3𝑥 2 − 6 ≤ 0 →  2𝑥 1 + 3𝑥 2  + 𝑥 4 − 6 = 0 𝑥 4 ≥ 0

𝐴 =
−1 −1 1 0
2 3 0 1

, b =
−1
6

,

𝑥 =

𝑥 1

𝑥 2

𝑥 3

𝑥 4

,  𝑐 =

−2
1
0
0



Rozwiązanie

F 𝑥 = 𝑐𝑇𝑥

𝒟𝑋 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠:  𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿 , 𝑥 ≥ 0

𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑐𝑇𝑥 + 𝜆𝑇 𝐴𝑥 − 𝑏 − 𝜇𝑇𝑥

𝛻𝑥𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑐 + 𝐴𝑇𝜆 − 𝜇 = 0𝑆

𝛻𝜆𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿   !!!

𝜇𝑇𝛻𝜇𝐿 = 𝜇𝑇𝑥 = 0

𝜇 ≥ 0𝑆

𝑥 ≥ 0𝑆



Rozwiązanie

Rozwiązanie dopuszczalne 𝑥 ∈ 𝒟𝑥

𝐴𝑥 = 𝑏 𝑅𝑧 𝐴 = 𝐿 𝑆 ≥ 𝐿

Rozwiązanie Bazowe

𝑥𝐵 = 𝐵−1𝑏 𝐵 – macierz 𝐿 kolumn z macierzy 𝐴

maksymalna liczba ?

𝑆
𝐿

=
𝑆!

𝐿! 𝑆 − 𝐿 !

Rozwiązanie Bazowe Dopuszczalne  𝑥𝐵 ≥ 0𝐿

Niezdegenerowane Rozwiązanie Bazowe Dopuszczalne  𝑥𝐵 > 0𝐿



Metoda simplex

Metoda Simplex – uporządkowany przegląd rozwiązań dopuszczalnych

1. Wyznaczenie rozwiązania początkowego

2. Kryterium zbieżności – zatrzymanie procedury

3. Przechodzenie z jednej bazy do drugiej

4. Postępowanie przy rozwiązaniach zdegenerowanych



Metoda simplex

𝐴𝑥 = 𝑏 𝑥𝐵 = 𝐵−1𝑏  - rozwiązanie bazowe

𝑥𝐵 = 𝐵−1𝐴𝑥

𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿 /𝐵−1

𝐵−1𝐴𝑥 − 𝐵−1𝑏 = 0𝐿

𝑐𝑇𝑥 = 𝑐𝑇𝑥 − 𝑐𝐵
𝑇 𝐵−1𝐴𝑥 − 𝐵−1𝑏

= 𝑐𝑇 − 𝑐𝐵
𝑇𝐵−1𝐴 𝑥 − 𝑐𝑇

𝐵𝐵−1𝑏

= 𝑐𝑇 − 𝑐𝐵
𝑇𝐵−1𝐴 𝑥 − 𝑐𝑇

𝐵𝑥𝐵

Warunek zatrzymania  procedury



Algorytm simplex

𝒄𝟏 ⋯ 𝒄𝒌 ⋯ 𝒄𝑺

Zmienne 
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 … ℎ𝑘 … ℎ𝑆 ℎ𝑠0

ℎ𝑠𝑘

ℎ𝑠𝑘 ≥ 0

𝑥𝑗1 𝑐𝑗1 ℎ10 ℎ11 ⋯ ℎ1𝑘 ⋯ ℎ1𝑠

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑗𝑙 𝑐𝑗𝑙 ℎ𝑙0 ℎ𝑙1 ⋯ ℎ𝑙𝑘 ⋯ ℎ𝑙𝑠

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑗𝐿 𝑐𝑗𝐿 ℎ𝐿0 ℎ𝐿1 ⋯ ℎ𝐿𝑘 ⋯ ℎ𝐿𝑠

𝑐1 − 𝑧1 ⋯ 𝑐𝑘 − 𝑧𝑘 ⋯ 𝑐𝑠 − 𝑧𝑠

𝑧𝑘 = ෍

𝑠∈𝐼𝐵

𝑐𝑠ℎ𝑠𝑘 ℎ𝑙𝑠
′ ≔

ℎ𝑙𝑠

ℎ𝑙𝑘
;  ℎ𝑖𝑠

′ = ℎ𝑖𝑠 −
ℎ𝑖𝑘ℎ𝑙𝑠

ℎ𝑙𝑘

𝑠 = 1, 2, … , 𝑆 𝑖 = 0, 1, … , 𝑆
𝑠 ∈ 𝐼𝐵\{𝑙}



Algorytm simplex

1. Wyznaczamy początkową bazę dopuszczalną

2. Badamy czy 𝑐 − 𝑐𝐵𝐵−1𝐴 ≥ 0𝑆. Jeżeli tak to 𝑥𝐵 - rozwiązanie

      problem 𝑥 = [𝑥𝐵 0]

3. Wstawiamy do bazy 𝑘 – takie, że 𝑐𝑘 − 𝑧𝑘 = min
1≤𝑠≤𝑆

(𝑐𝑠 − 𝑧𝑠), 𝑧𝑘 = σ𝑠∈𝐼𝐵
𝑐𝑠ℎ𝑠𝑘

4. Badamy, czy ℎ𝑘 ≤ 0, jeśli tak – funkcja nieograniczona

5. Wyrzucamy z bazy  l – takie, że

ℎ𝑙0

ℎ𝑙𝑘
= min

1≤𝑠≤𝑆
{
ℎ𝑠0

ℎ𝑠𝑘
, ℎ𝑠𝑘 > 0}

6.  𝐼𝐵 ≔ 𝐼𝐵 ∖ 𝑙 ∪ 𝑘

 𝐼𝐵 = {𝑗 ∈ 1, 2, … , 𝑆  𝑥 𝑗  jest elementem bazy }

7. Jeżeli wskaźnik optymalności zmiennej nie bazowej jest równy 0 to istnieje 

kolejne rozwiązanie (rozwiązania alternatywne)



Algorytm simplex

𝒄𝟏 ⋯ 𝒄𝒌 ⋯ 𝒄𝑺

Zmienne 
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 … ℎ𝑘 … ℎ𝑆 ℎ𝑠0

ℎ𝑠𝑘

ℎ𝑠𝑘 ≥ 0

𝑥𝑗1 𝑐𝑗1 ℎ10 ℎ11 ⋯ ℎ1𝑘 ⋯ ℎ1𝑠

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑗𝑙 𝑐𝑗𝑙 ℎ𝑙0 ℎ𝑙1 ⋯ ℎ𝑙𝑘 ⋯ ℎ𝑙𝑠

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑗𝐿 𝑐𝑗𝐿 ℎ𝐿0 ℎ𝐿1 ⋯ ℎ𝐿𝑘 ⋯ ℎ𝐿𝑠

𝑐1 − 𝑧1 ⋯ 𝑐𝑘 − 𝑧𝑘 ⋯ 𝑐𝑠 − 𝑧𝑠

𝑧𝑘 = ෍

𝑠∈𝐼𝐵

𝑐𝑠ℎ𝑠𝑘 ℎ𝑙𝑠
′ ≔

ℎ𝑙𝑠

ℎ𝑙𝑘
;  ℎ𝑖𝑠

′ = ℎ𝑖𝑠 −
ℎ𝑖𝑘ℎ𝑙𝑠

ℎ𝑙𝑘

𝑠 = 1, 2, … , 𝑆 𝑖 = 0, 1, … , 𝑆
𝑠 ∈ 𝐼𝐵\{𝑙}

← 𝑚𝑖𝑛
ℎ𝑠0

ℎ𝑠𝑘



Przykład

𝐹 𝑥 = −2𝑥 1 − 3𝑥 2 → 𝐹 𝑥 = −2𝑥 1 − 3𝑥 2 + 0𝑥 3 + 0𝑥 4 + 0𝑥 5

2𝑥 1 + 2𝑥 2 − 14 ≤ 0 → 2𝑥 1 + 2𝑥 2 + 𝑥 3  = 14

𝑥 1  + 2𝑥 2 − 8 ≤ 0 → 𝑥 1 + 2𝑥 2  + 𝑥 4  = 8

4𝑥 1 − 16 ≤ 0 → 4𝑥 1  + 𝑥 5 = 16

𝐹 𝑥 = [−2 −3 0 0 0]  

𝑥 1

𝑥 2

𝑥 3

𝑥 4

𝑥 5

2 2 1 0 0
1 2 0 1 0
4 0 0 0 1

𝑥 1

𝑥 2

𝑥 3

𝑥 4

𝑥 5

=
14
8

16



Przykład

-2 -3 0 0 0

Zmienne 
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ℎ4 ℎ5 ℎ0

ℎ2

𝑥3 0 14 2 2 1 0 0 14

2

𝑥4 0 8 1 2 0 1 0 8

2

𝑥5 0 16 4 0 0 0 1 -

0 -2 -3 0 0 0

𝐼𝐵 = {3, 4, 5}

← 𝑚𝑖𝑛
ℎ𝑠0

ℎ𝑠𝑘



Przykład

-2 -3 0 0 0

Zmienne 
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ℎ4 ℎ5 ℎ0

ℎ1

𝑥3 0 6 1 0 1 -1 0 6

1

𝑥2 -3 4 1

2

1 0 1

2

0 4

1
2

𝑥5 0 16 4 0 0 0 1 16

4

−
1

2

0 0 3

2

0

← 𝑚𝑖𝑛
ℎ𝑠0

ℎ𝑠𝑘



Przykład

-2 -3 0 0 0

Zmienne 
bazowe

𝑐𝐵 ℎ0 ℎ1 ℎ2 ℎ3 ℎ4 ℎ5

𝑥3 0 2 0 0 1 -1
−

1

4

𝑥2 -3 2 0 1 0 1

2
−

1

8

𝑥1 -2 4 1 0 0 0 1

4

0 0 0 3

2

1

8

≥ 0

𝑥𝐵

Rozwiązanie       [4 2 2 0 0] 



Wyznaczanie bazy początkowej 
(zadanie pomocnicze)

𝐴𝑥 = 𝑏

 𝑥 ≥ 0𝑆

Zmodyfikuj zbiór

𝐴𝑥 + 𝐼𝑥𝑎 = 𝑏 𝑥 ≥ 0, 𝑥𝑎 ≥ 0

Zadanie pomocnicze

 min
 𝑥𝑎

1𝑇𝑥𝑎



Metoda 2. fazowa 

𝐹 𝑥 = 𝑐𝑇𝑥 + 𝑀1𝑇𝑥𝑎

Przy ograniczeniach

𝐴𝑥 + 𝐼𝑋𝑎 = 𝑏, 𝑥 ≥ 0, 𝑥𝐴 ≥ 0



Dziękuję za uwagę
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

Programowanie 
kwadratowe



Programowanie liniowe 
Postać kanoniczna

𝐹(𝑥)  = 𝑐𝑇𝑥

A:  𝒟𝑋 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 − 𝑏 = 0𝐿, 𝑥 ≥ 0𝑆

lub

B:  𝒟𝑥 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 − 𝑏 ≤ 0𝐿, 𝑥 ≥ 0𝑆}

𝑐 =

𝑐1

⋮
𝑐𝑆

, 𝑏 =
𝑏1

⋮
𝑏𝐿

, 𝑥 =
𝑥 1

⋮
𝑥 𝑆

, 𝐴𝑆𝑥𝐿 =

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑆

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝐿1 ⋯ 𝑎𝐿𝑆



Programowanie kwadratowe

𝐹 𝑥 = 𝑥𝑇𝐷𝑥 + 𝑐𝑇𝑥

 𝐷𝑥= 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ≥ 0

)(min)( xFxFx
xx D


=→



Szczególny przypadek
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)(min)( xFxFx
xx D


=→

 MS

S

x xxx 0)(,0: = RD

( ) ( ) ( )xxFxL T +=,

( )

( )

S

xx

T

Sxx

x

xLx

xL

0

0,

0,

,

,



=















 ( )

( )

M

x

T

Mx

xL

xL

0

0,

0,

,

,



=





















Szczególny przypadek
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)(min)( xFxFx
xx D


=→

( ) ML

S

x xxx 0)(,0: == RD

( ) ( ) ( ) ( )xxxFxL TT  ++=,,

( )

( )

( )

( )

S

Mx

x

T

Lx

Sxx

xL

xL

xL

xL

0

0,,

0,,

0,,

0,,

,,

,,

,,

,,





=

=

=































Zadanie programowania 
kwadratowego

𝐹 𝑥 = 𝑥𝑇𝐷𝑥 + 𝑐𝑇𝑥

𝐷𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ≥ 0

𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑥𝑇𝐷𝑥 + 𝐶𝑇𝑥 + 𝜆𝑇(𝐴𝑥 − 𝑏)

∨= 𝛻𝑥𝐿 𝑥, 𝜆 = 𝑐 + 2𝐷𝑥 − 𝐴𝑇𝜆 ≥ 0

𝑥𝑇𝛻𝑋𝐿 𝑥, 𝜆  = 𝑥𝑇 𝑐 + 2𝐷𝑥 − 𝐴𝑇𝜆 = 0

𝛻𝜆𝐿 𝑥, 𝜆  =  𝐴𝑥 − 𝑏 = 0

𝑥 ≥ 0

𝑐 + 2𝐷𝑥 − 𝐴𝑇𝜆 −∨= 0

𝑥𝑇 ∨= 0

𝐴𝑥 = 𝑏

𝑥 ≥ 0, ∨≥ 0, 

∨= 𝛻𝑥𝐿 𝑥, 𝜆 ≥ 0
𝑥𝑇𝛻𝑥𝐿 𝑥, 𝜆 = 0

         𝛻𝜆𝐿 𝑥, 𝜆 = 0
 𝑥 ≥ 0, ∨≥ 0, 



Zadanie programowania 
kwadratowego

𝐴𝑥 = 𝑏

2𝐷𝑥 − 𝐴𝑇𝜆 −∨= −𝑐

𝑥𝑇 ∨= 0, 

𝑥 ≥ 0,∨≥ 0

𝐴 0 0
2𝐷 −𝐴𝑇 𝐼

𝑥
𝜆
∨

=
𝑏

−𝑐

𝑥 ≥ 0,∨≥ 0, 𝑥𝑇 ∨= 0

𝜆 – nieokreślonego znaku



Zadanie programowania 
kwadratowego

𝐵𝑥𝐵 = 𝑏  - rozwiązanie bazowe

𝐴𝑥 = 𝑏

2𝐷𝑥 + 𝐴𝑇𝜆 −∨ +𝐸𝑢 = −𝑐 𝑢 – sztuczna zmienna

                                                𝑢 ≥ 0

𝐷𝐵  - macierz, której kolumny macierzy D odpowiadają kolumnom macierzy A w B

 𝑑𝐵𝑗 - j - ty wiersz macierzy 𝐷𝐵

𝐸 – diagonalna o elementach ±1

 +1 − 𝑐𝑗 − 2𝑑𝐵𝑗𝑥𝐵 ≥ 0

Δ𝑗 =

          −1 − 𝑐𝑗 − 2𝑑𝐵𝑗𝑥𝐵 < 0

𝑢𝑗 = −𝑐𝑗 − 2𝑑𝐵𝑗𝑥𝐵 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑆, 𝜆 = 0,∨= 0



Zadanie programowania 
kwadratowego

Teraz sztuczne zmienne należy usunąć

Stosujemy zadanie programowania liniowego

𝐹 𝑢 = 1𝑇𝑢

Przy ograniczeniach

𝐴 0 0 0 0
2𝐷 −𝐴𝑇 𝐴𝑇 −𝐼 𝐸

𝑥
𝜆′

𝜆′′

∨
𝑢

=
𝑏

−𝑐
             

                𝑥 ≥ 0,∨≥ 0, 𝑥𝑇 ∨= 0, 𝜆′ ≥ 0, 𝜆′′ ≥ 0, 

Zadanie programowania liniowego

Przyjmując 𝑢𝑗 = −𝑐𝑗 − 2𝑑𝐵𝑗𝑥𝐵 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑆, 𝜆 = 0,∨= 0 otrzymujemy jedno z 

rozwiązań, które możemy zapisać: 

𝐵 0
2𝐷𝐵 𝐸

𝑥𝐵

𝑢
=

𝑏
−𝑐

𝐴 0 0
2𝐷 −𝐴𝑇 𝐼

𝑥
𝜆
∨

=
𝑏

−𝑐





Programowanie 
ilorazowe



Zadanie programowania 
ilorazowego

dxc

bxa
xF

T

T

+

+
=)(

Ll

xpx l

T

ll

,,2,1

,0)(

=

=−= 

Mm

xqx m

T

mm

,,2,1

,0)(

=

−= 

Funkcja celu:

Ograniczenia:

RRRR  dcba SS ,,,





















=
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)2(
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S

l

l

l

l

p

p

p

p





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















=
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)2(

)1(

S

m

m

m

l

q

q

q

q

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)(min)( xFxFx
xx D


=→

𝒟𝑥 = 𝑥 ∈ R𝑆 : 𝜙 𝑥 = 0𝐿, 𝜓(𝑥) ≤ 0𝑀, 𝑥 ≥ 0𝑆



Zadanie programowania 
ilorazowego - postać kanoniczna

𝒟𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑠, 𝐴𝑥 − 𝑒 ≤ 0𝐿, 𝑥 ≥ 0𝑆

)(min)( xFxFx
xx D


=→

dxc

bxa
xF

T

T

+

+
=)( RRRR  dcba SS ,,,

Metoda Charnesa, Coopera

𝑐𝑇𝑥 + 𝑑 ≠ 0



Zadanie programowania 
ilorazowego

1. Załóżmy że: 𝑐𝑇𝑥 + 𝑑 > 0

Oznaczmy przez 𝑧 =
1

𝑐𝑇𝑥+𝑑
 oraz 𝑦 = 𝑧𝑥

Wówczas zadanie optymalizacji sprowadza się do:

Minimalizować               𝑎𝑇𝑦 + 𝑏z

Przy ograniczeniach:    𝐴𝑦 − 𝑒𝑧 ≤ 0                 𝐴𝑥 − 𝑒 ≤ 0𝐿/z
𝑐𝑇𝑦 + 𝑑𝑧 = 1 

𝑦 ≥ 0
𝑧 ≥ 0

Zadanie sprowadzono do zadania programowania liniowego

𝐹(𝑥) =
𝑎𝑇𝑥+𝑏

𝑐𝑇𝑥+𝑑
/z

Ostatecznie: 𝑥 =
𝑦

𝑧
 



Zadanie programowania 
ilorazowego

2. Załóżmy że: 𝑐𝑇𝑥 + 𝑑 < 0

Oznaczmy przez      −𝑧 =
1

𝑐𝑇𝑥+𝑑
 oraz 𝑦 = 𝑧𝑥

Wówczas zadanie optymalizacji sprowadza się do:

Minimalizować               −𝑎𝑇𝑦 − 𝑏𝑧

Przy ograniczeniach:    𝐴𝑦 − 𝑒𝑧 ≤ 0   𝐴𝑥 − 𝑒 ≤ 0𝐿/𝑧
−𝑐𝑇𝑦 − 𝑑𝑧 = 1

𝑦 ≥ 0
𝑧 ≥ 0

Zadanie sprowadzono do zadania programowania liniowego

𝐹 𝑥 =
𝑎𝑇𝑥 + 𝑏

𝑐𝑇𝑥 + 𝑑
/𝑧

Ostatecznie: 𝑥 =
𝑦

𝑧
 



Zadanie programowania 
ilorazowego - przykład

Funkcja celu:

Ograniczenia: 

Dla punktów ze zbioru 

dopuszczalnego

np. dla punktu           mamy

𝐹 𝑥1, 𝑥2 =
−2𝑥1 + 𝑥2 + 2

𝑥1 + 3𝑥2 + 4

−𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4

2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 14

𝑥2 ≤ 6

𝑥1 ≥ 0 𝑥2 ≥ 0

𝑥2

𝑥1

0,0

0,4

2,6 4,6

7,0

𝑥1 + 3𝑥2 + 4 > 0

0,0

0 + 3 ∙ 0 + 4 = 4 > 0



Zadanie programowania 
ilorazowego – przykład

𝑧 =
1

𝑥1 + 3𝑥2 + 4
, 𝑦1 = 𝑧𝑥1, 𝑦2 = 𝑧𝑥2Niech:

ത𝐹 𝑦1, 𝑦2, 𝑧 = −2𝑦1 + 𝑦2 + 2𝑧𝐹 𝑥1, 𝑥2 =
−2𝑥1 + 𝑥2 + 2

𝑥1 + 3𝑥2 + 4

−𝑥1 + 𝑥2 ≤ 4 /∙z −𝑦1 + 𝑦2 − 4𝑧 ≤ 0

2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 14/∙z 2𝑦1 + 𝑦2 − 14𝑧 ≤ 0

𝑥2 ≤ 6 /∙z

𝑧 =
1

𝑥1 + 3𝑥2 + 4
 / ∙ 𝑥1 + 3𝑥2 + 4 𝑦1 + 3𝑦2 + 4𝑧 = 1

𝑦2 − 6𝑧 ≤ 0

𝑦1 ≥ 0 𝑦2 ≥ 0 𝑧 ≥ 0𝑥1 ≥ 0 𝑥2 ≥ 0

Z rozwiązania zadania 

programowania liniowego
𝑦1 = 7/11, 𝑦2 = 0, 𝑧 = 1/11

𝑥1 =
𝑦1

𝑧
= 7, 𝑥2 =

𝑦2

𝑧
= 0Po podstawieniu mamy



Dziękuję za uwagę

47


	Slajd 1: Metody Systemowe i  Decyzyjne w Informatyce
	Slajd 2: Zadanie programowania liniowego
	Slajd 3:  Programowanie liniowe
	Slajd 4: Zadanie programowania liniowego
	Slajd 5: Zadanie programowania liniowego
	Slajd 6: Zadanie programowania liniowego
	Slajd 7: Zadanie programowania liniowego
	Slajd 8: Zadanie programowania liniowego
	Slajd 9: Interpretacja graficzna
	Slajd 10: Interpretacja graficzna
	Slajd 11: Interpretacja graficzna
	Slajd 12: Przykład
	Slajd 13: Postać kanoniczna
	Slajd 14: Postać kanoniczna
	Slajd 15: Postać kanoniczna
	Slajd 16: Postać kanoniczna
	Slajd 17: Rozwiązanie
	Slajd 18: Rozwiązanie
	Slajd 19: Metoda simplex
	Slajd 20: Metoda simplex
	Slajd 21: Algorytm simplex
	Slajd 22: Algorytm simplex
	Slajd 23: Algorytm simplex
	Slajd 24: Przykład
	Slajd 25: Przykład
	Slajd 26: Przykład
	Slajd 27: Przykład
	Slajd 28: Wyznaczanie bazy początkowej (zadanie pomocnicze)
	Slajd 29: Metoda 2. fazowa 
	Slajd 30: Dziękuję za uwagę
	Slajd 31: Programowanie kwadratowe
	Slajd 32: Programowanie liniowe  Postać kanoniczna
	Slajd 33: Programowanie kwadratowe
	Slajd 34: Szczególny przypadek
	Slajd 35: Szczególny przypadek
	Slajd 36: Zadanie programowania kwadratowego
	Slajd 37: Zadanie programowania kwadratowego
	Slajd 38: Zadanie programowania kwadratowego
	Slajd 39: Zadanie programowania kwadratowego
	Slajd 40: Programowanie ilorazowe
	Slajd 41: Zadanie programowania ilorazowego
	Slajd 42: Zadanie programowania ilorazowego - postać kanoniczna
	Slajd 43: Zadanie programowania ilorazowego
	Slajd 44: Zadanie programowania ilorazowego
	Slajd 45: Zadanie programowania ilorazowego - przykład
	Slajd 46: Zadanie programowania ilorazowego – przykład
	Slajd 47: Dziękuję za uwagę

