
 

Optymalizacja systemów

Wykład 14. Uczenie maszynowe. Podstawowe zadania identyfikacji. 



Model w badaniach systemowych

2

Wyniki:
➢ wnioski i hipotezy
➢ metody projektowania
➢ metody zarządzania
➢ algorytmy sterowania
➢ metody diagnostyczne

odniesienie wyników
do obiektu

Efekt:
➢ nowa wiedza
➢ nowe obiekty
➢ procedury zarządzania
➢ urządzenia sterujące
➢ aparatura pomiarowo- 
 -kontrolna

zjawisko, 
proces, obiekt

eksperyment wyniki

badacz

model porównanie

doskonalenie 
(poprawa) modelu

Cel:
➢ poznanie
➢ projektowanie
➢ zarządzanie
➢ sterowanie
➢ diagnostyka
 itp.



Zadanie identyfikacji

1. Określenie obiektu identyfikacji

2. Określenie klasy modeli

3. Organizacja eksperymentu

4. Wyznaczenie algorytmu identyfikacji

5. Wykonanie identyfikatora

3



Ad.1. Określenie obiektu identyfikacji

– wejście

– wyjście

– zakłócenia mierzalne

– zakłócenia niemierzalne





y

u

Obiekt 
identyfikacji

u y

 

z


4



Ad.2. Określenie klasy modeli

 Analiza zjawisk

 Analiza danych 
pomiarowych

 Model arbitralny

 Model oparty na wiedzy eksperta

t

( )tu

nu

y

ny

( )ty

5

t

u



Ad.2. Określenie klasy modeli

 Obiekt w klasie modeli

Obiekt 
identyfikacji

un yn

u

y

Charakterystyka obiektu

yn

un

6



Ad.2. Określenie klasy modeli

 Wybór optymalnego modelu

Obiekt 
identyfikacji

Model

Ocena różnicy 
pomiędzy wyjściem 

obiektu i modelu

Charakterystyka 
obiektu

Model

u

yun

un

yn

yn yn

yn

7



Ad.3. Organizacja eksperymentu

 

Obiekt statyczny 

 

   
NNNN

yyyYuuuU 
2121

== ,  

 

  

8

yn

un

u

y

Charakterystyka 
obiektu



Ad.3. Organizacja eksperymentu

9

Obiekt dynamiczny 

   T

ttT

T

ttT
tyYtuU

00 ==
== )(,)( , 

 

Obszerwacje dyskretne 

Nttt ,,, 21 ,   NnTttn ,,2,1,0 =  

   N
nnN

N
nnN tyYtuU 11 )(,)( == == . 

 

Dynaamiczny obiekt dyskretny 

   N

nnN
N

nnN yYuU
11 ==

== , .  



Ad.3. Organizacja eksperymentu

 Eksperyment pasywny
o Sygnały wejściowe :        ,           ,               ,             są tylko 

obserwowane

 Eksperyment aktywny
o Sygnały wejściowe :        ,           ,               ,             mogą być 

zaprojektowane (zaplanowane)

10

 N

0nnu
=

( ) Tt0tu ( ) N

0nntu
=

NU

( ) Tt0tu ( ) N

0nntu
=

 N

0nnu
=



Ad.4. Wyznaczenie algorytmu identyfikacji

Obiekt 
identyfikacji

Identyfikator

MODEL

Wejście Wyjście

( )NNN YU , −NU

−NY

−N

Seria pomiarowa wejść

Wyniki pomiarów wyjść

Algorytm identyfikacji

11



Ad. 5. Wykonanie identyfikatora

 Algorytm identyfikacji
o Program komputerowy

o Realizacja sprzętowa

12



Typowe zadania identyfikacji

Pomiar bez
 zakłóceń

Wyznaczenie 
parametrów 

charakterystyki 
obiektu

Obiekt
Identyfikacji

Znana 
charakterystyka 

obiektu

Obiekt
w klasie 
modeli

Nie jest znana
charakterystyka

obiektu

Wybór
Optymalnego

modelu

Pomiar z
 zakłóceniami

Estymacja 
parametrów 

charakterystyki 
obiektu

Obiekt
 deterministyczny

Wybór 
optymalnego 

modelu problem 
deterministyczn

y

Obiekt 
losowy

Wybór 
optymalnego 

modelu problem 
probabilistyczny

13



Podstawowe zadania identyfikacji
podsumowanie

14

Obiekt w klasie modeli Wybór optymalnego modelu
D

e

t

e

r

m

i

n

i

s

t

y

c

z

n

y

L

o

s

o

w

y

 

Obiekt 

identyfikacji 

 

 

 
 

 
 

),( *

Nuy =

( ) ( )


NNNN QQ min** =→

Model jest optymalny:
• dla zadanej serii pomiarowej
• przyjętego modelu
• przyjętego wskaźnika 

jakości identyfikacji

 

 

 

 

 

   … … 

 

( )ufu  

u  

u  

y  

nu  

ny  

y  

( )uyf y |
 

 

( )ufu

u  

u  

u  

yy,  

( )= ,uy  

( )  uuyuy
y

=== 
 

y  

( )uyf y
|  

 uuy
y

=

Pełna informacja
▪ Regresja I rodzaju

▪ Regresja II rodzaju

Niepełna informacja
• Estymacja wskaźnika jakości

• Estymacja parametrów rozkładu

• Estymacja rozkładu

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

u  

wy,  

( )

n

uFy





=

= ,,
 

nu  mu

ny  
nw

Metody:
▪ Najmniejszych 

kwadratów

▪ Maksymalnej 

wiarogodności

▪ Bayes’a

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
 NN

NN

yyyY

uuuU





21

21 ,

=

=

Nn

uFy nn

,,2,1

),,(

=

= 

( ),NN UFY =

( ) ( )NNN

df

NN YUYUF ,,1  == −

 
 NN

NN

yyyY

uuuU





21

21 ,

=

=

( )NNNN YU ,=

( )NNNN WU ,=





Obiekt w klasie modeli
Przypadek Deterministyczny

Wyznaczeenie parametrów modelu
15



Wyznaczenie parametrów charakterystyki 
obiektu

y

ny

u

( ),uFy =

nu

 
 

Obiekt 

Identyfikacji 

  

16



Wyznaczenie parametrów charakterystyki 
obiektu

 Sformułowanie problemu

Charakterystyka statyczna obiektu: 

F

u

y

– znana funkcja

– wektor wejść

– wektor wyjść

Su RU 

Ly RY 

– przestrzeń wejśćU

Y – przestrzeń w yjść

 – nieznany parametr charakterystyki obiektu RR

 – przestrzeń parametrów

),( uFy =

17



Wyznaczenie parametrów charakterystyki 
obiektu

 
 

 
 

Pomiary:

 

 NN

NN

yyyY

uuuU





21

21 ,

=

=
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Wyznaczenie parametrów charakterystyki 
obiektu

Punkty pomiarowe pokrywają się z punktami z charakterystyki 
obiektu, zatem dla każdego pomiaru prawdziwe jest równanie:

W zawartym zapisie ma ono postać:
       

Oznaczając przez:

Układ równań przyjmuje postać: 

NnuFy nn ,,,),,( 21== 

  ( ) ( ) ( )  ,,, 2121 NN uFuFuFyyy  =

( ) ( ) ( )  ( ) ,,,, N

df

N UFuFuFuF =21

( ),NN UFY =

19



Wyznaczenie parametrów charakterystyki 
obiektu

 ( ),NN UFY =

( ) ( )NNN

df

NN YUYUF ,,1  == −

1−F

N

- Funkcja odwrotna względem        

- Algorytm identyfikacji

RLN 

20





Liczba koniecznych pomiarów N – spełnia warunek:

( ),NN UFY =





Obiekt w klasie modeli
Przypadek Probabilistyczny

Estymacja parametrów modelu
21



Zadanie identyfikacji
uczenie maszynowe

Obiekt 
identyfikacji 

Identyfikator

MODEL

Wejście Wyjście

22

Zadanie identyfikacji (czenie maszynowe) – proces tworzenia modelu 
matematycznego obiektu na         podstawie obserwacji obiektu



Podstawowe zadania identyfikacji
podsumowanie

23

Obiekt w klasie modeli Wybór optymalnego modelu
D

e

t

e

r

m

i

n

i

s

t

y

c

z

n

y

L

o

s

o

w

y

 

Obiekt 

identyfikacji 

 

 

 
 

 
 

),( *

Nuy =

( ) ( )


NNNN QQ min** =→

Model jest optymalny:
• dla zadanej serii pomiarowej
• przyjętego modelu
• przyjętego wskaźnika 

jakości identyfikacji

 

 

 

 

 

   … … 

 

( )ufu  

u  

u  

y  

nu  

ny  

y  

( )uyf y |
 

 

( )ufu

u  

u  

u  

yy,  

( )= ,uy  

( )  uuyuy
y

=== 
 

y  

( )uyf y
|  

 uuy
y

=

Pełna informacja
▪ Regresja I rodzaju

▪ Regresja II rodzaju

Niepełna informacja
• Estymacja wskaźnika jakości

• Estymacja parametrów rozkładu

• Estymacja rozkładu

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

u  

wy,  

( )

n

uFy





=

= ,,
 

nu  mu

ny  
nw

Metody:
▪ Najmniejszych 

kwadratów

▪ Maksymalnej 

wiarogodności

▪ Bayes’a

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
 NN

NN

yyyY

uuuU





21

21 ,

=

=

Nn

uFy nn

,,2,1

),,(

=

= 

( ),NN UFY =

( ) ( )NNN

df

NN YUYUF ,,1  == −

 
 NN

NN

yyyY

uuuU





21

21 ,

=

=

( )NNNN YU ,=

( )NNNN WU ,=



Estymacja parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu

 

Niemierzalne 
wielkości 

losowe  

Wejście
e 

Wyjście 
 

Zakłócenia 
poiarowe 

Wynik 
pomiaru 

 

Estymata  
parametrów 

Obiekt 
identyfikacji 

 

 
System 

pomiarowy 

 

 

Algorytm 
estymacji 
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Estymacja parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu
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Estymacja parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu

 Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

 



Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

Poszukujemy algorytmu estymacji:

 Możliwe rozwiązania:

o Metoda najmniejszych kwadratów

o Metoda maksymalnej wiarogodności

o Metody Bayes’a

( )NNN V=



z

n



Pomiar wyjścia z zakłóceniami oraz 
losowo zmienny parametr obiektu

Pomiar wyjścia z zakłóceniami oraz losowo zmienny 
parametr obiektu

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

u  

wy,  

( )

n

uFy





=

= ,,
 

nu  mu

ny  
nw



Estymacja parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu

 Obiekt deterministyczny, zakłócony pomiar wyjścia

 

 
 

 
 

 

 

 

 

gdzie:

 NN uuuU 21=

 NN wwwW 21=

N – algorytm estymacji

N – estymata parametru 



Estymacja parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu

 Pomiar wyjścia obiektu z zakłóceniami pomiarowymi

 

( ),uF  
nu  ny  

( )zyh ,  

nz  

nw  

 

u  

wy,  

( ),uFy =  

nu  mu  

ny  
nw  
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Estymacja parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu

 Możliwe podejścia:

o Metoda najmniejszych kwadratów

o Metoda maksymalnej wiarogodności

o Metody Bayes’a

Poszukujemy algorytmu

estymacji: ( )NNNN WU ,=

32

 

 
   

 

 



Metoda najmniejszych kwadratów

Założenia:

( ) zyzyhw +== , – zakłócenia addytywne

  0=zE
z

– wartość oczekiwana zakłóceń równa zero

  zVar
z

– skończona wariancja zakłóceń

Estymator metodą najmniejszych kwadratów otrzymujemy minimalizując 
empiryczną wariancję zakłóceń :

( ) ( ) ( )( )
==

−=−=
N

n

nn

N

n

nnNNzN uFw
N

yw
N

WUVar
1

2

1

2
,

11
,, 

Algorytm estymacji otrzymujemy w wyniku rozwiązania zadania:

( ) ( ) ( )


,,min,,, NNzNNNNzNNNNN WUVarWUVarWU


=→=

 

( ),uF  

+  
+  nu  ny

nz  

nw  

Przypadek jednowymiarowym
wyjściem 1=L

33



Metoda najmniejszych kwadratów

( ),uF
nu ny



( ),)1( uF

( ),)2( uF

( ),)( uF L



nu

)1(

ny

)2(

ny

)(L

ny

nw
nz

+

+

)1(

nw

)1(

nz

+

+

)2(

nw

)2(

nz

+

+

)(L

nw

)(L

nz

+

+

Przypadek z wielowymiarowym wyjściem     dekomponujemy na      zadań 
z jednowymiarowym wyjściem:  

LL
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Metoda maksymalnej wiarogodności

Założenia

( )zyhw ,= – sposób nakładania się zakłóceń na mierzone wyjście opisani jest 
   funkcji h, która jest wzajemnie jednoznaczna względem zakłóceń

( )zf z

– zakłócenia pomiarowe są niezależną wartością zmiennej losowej      , 
   dla której znany jest gęstość rozkładu prawdopodobieństwa

 

( ),uF  
nu  ny  

( )zyh ,  

nz  

nw  

nz z

Dla zadanej serii wejść Nnun ,,2,1, = otrzymujemy wyniki zakłóconego

Nnwn ,,2,1, =

35

Charakterystyka statyczna obiektu: ( ),uFy = - znana funkcja

pomiaru wyjść 



Metoda maksymalnej wiarogodności

W wyniku maksymalizacji funkcji wiarogodności otrzymujemy algorytm estymacji:

Funkcja wiarogodności ma postać:

( ) ( ) ( )NNNNNNNNNNN UWLUWLWU ;,max;,, 
 

=→=

( ) ( ) ( )( )( )
=

−

=

==
N

n

hnnzz

N

n

nnwNNN JwuFhfuwfUWL
1

1

1

,,;,;, 

36

nwZakłócone wyniki pomiarów wyjścia        są wartościami zmiennej losowej    , której  
funkcję gęstości rozkładu prawdopodobieństwa należy powiązać z systemem 
pomiarowym oraz obiektem identyfikacji. Zmienna losowa        jest wynikiem 
przekształcenia zmiennej losowej      w systemie pomiarowym z uwzględnieniem 
charakterystyki obiekty, tj.:                                zatem funkcję gęstości rozkładu 
prawdopodobieństwa zmiennej losowej                             wyznaczamy:

w

w

( )( ),,, zuFhw =
( )uwfw w ;,−

( ) ( )( )( ) hzzw JwuFhfuwf = − ,,;, 1 

z

gdzie:
hJ - macierz Jacobiego

( )
w

wyh
J z

h



=

− ,1



Metody Bayes’ a

Założenia

( )zyhw ,= – sposób nakładania się zakłóceń na mierzone wyjście opisani jest 
   funkcji h, która jest wzajemnie jednoznaczna względem zakłóceń

( )zf z

– zakłócenia pomiarowe są niezależną wartością zmiennej losowej      , 
   dla której znany jest gęstość rozkładu prawdopodobieństwa

 

( ),uF  
nu  ny  

( )zyh ,  

nz  

nw  

nz z

Dla zadanej serii wejść Nnun ,,2,1, = otrzymujemy wyniki zakłóconego

Nnwn ,,2,1, = 37

Charakterystyka statyczna obiektu: ( ),uFy = - znana funkcja

pomiaru wyjść 


RR ,

( )f

( ) ,L

- wektor parametrów jest wartością zmiennej losowej                           , dla 
której funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa -            jest znana,         

- zadana jest funkcja strat 

( )f - gęstość rozkładu prawdopodobieństwa a’ priori



Metody Bayes’ a

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) 


===

N

N

NNNNNNN
W

dWdUWfWULWULER
W




;,,,,,
,

df

Rryzyko podjęcia decyzji:

gdzie jest łączną gęstością rozkładu prawdopodobieństwa wektora 
parametrów oraz wyników pomiarów, dla zadanej serii pomiarowej wejść 

( )NN UWf ;,

Należy wyznaczyć algorytm estymacji, który minimalizuje ryzyko, czyli:

( ) ( )=→


RR NN min

38
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( ) ( ) ( )NNNNNN UWfUWfUWf ;;;, = Zauważmy, że



Metody Bayes’ a

( ) ( )  ( )( ) ( )


=== 


dUWfWULUWLEUWr NNNNNNNN ;,,;,;,
df

Ryzyko podjęcia decyzji przyjmie postać

( ) ( )( ) ( ) ( ) 


=

N

NNNNNNN dWUWfdUWfWULR
W

;;,, 

Ryzyko warunkowe:

W wyniku minimalizacji powyższego otrzymujemy algorytm estymacji:

( ) ( ) ( )
NNNNNNNNN UWrUWrWU ;,min;,, 

 
=→=
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Metody Bayes’ a

( ) ( )
=

=
N

n

nnwNNWN uwfUWf
1

;; 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )



=


=









dUWff

UWff

UWf

UWff
UWf

NNWN

NNWN

NN

NNWN

NN
;

;

;

;
;

Pozostaje wyznaczyć warunkową gęstość rozkładu prawdopodobieństwa 
(rozkład prawdopodobieństwa a’ posteriori):

zatem:

Warunkowy rozkład obserwowanej zmiennej losowej wyraża się wzorem:

( ) ( )( )( ) hzzw JwuFhfuwf ,,; 1  −=

( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

 



=

−

 =

−

=

−

=
N

n

hnnzzN

n

hnnzz

N

n

hnnzz

NN JwuFhff

dJwuFhff

JwuFhff

UWf
1

1

1

1

1

1

,,

,,

,,

; 





 




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Biorąc pod uwagę charakterystykę obiektu oraz opis systemu pomiarowego obserwowana 
zmienna losowa ma postać: ( )( )zuFhw ,,=

( ) ( )

( )

( )
( )NN

NN

NN

NN
NN

UWf

UWf

dUWf

UWf
UWf

;

;,

;,

;,
;


==











gdzie:

Ostatecznie:



Metody Bayes’ a

 Metoda średniej a’ posteriori

Specjalna postać funkcji strat: ( )     −−=
T

L ,

Ryzyko warunkowe: ( )     
    







T

NN

T

NN

T

NN

T
df

NN

UWEUWE

UWEUWr

+−=

=−−=

;2;

;;,

otrzymujemy algorytm estymacji:

( )   NNNN

N

NN UWEUWr 02;2;,grad =+−=
=







( )   ( ) 


dUWfUWEWU NNnNNNNN ;;, === 

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W wyniku minimalizacji powyższego, tj.:



Metody Bayes’ a

 Metoda maksymalnego prawdopodobieństwa a’ posteriori

Specjalna postać funkcji strat: ( ) ( ) −−=,L

Ryzyko warunkowe: ( ) ( ) ( ) ( )
NNNNNN UWfdUWfUWr ;;;,  −=−−= 



( ) ( ) ( )
NNNNNNNNN UWfUWfWU ;max;, 


=→=



( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
=

−


=

− =
N

n

hnnzz

N

n

hnNnzzN JwuFhffJwuFhff
1

1

1

1 ,,max,,  




( )NNNN WU ,= takie, że:

( ) ( ) ( )( )( )
=

−
N

n

hnNnzzNNNN JwuFhffUWf
1

1 ,,;  
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Algorytm estymacji otrzymujemy w wyniku maksymalizacji rozkładu 
prawdopodobieństwa a’ posteriori, tj.:

Ostatecznie





Estymacja parametów obiektu z 
loswą wielkością w obiekcie

43



Estymacja parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu

 Niemierzalny losowy parametr w obiekcie

 
 

 
 

 

 

 

gdzie:

 NN uuuU 21=

 NN yyyY 21=

N – algorytm estymacji

N – estymata parametru 



Niemierzalny losowy parametr obiektu

 Pomiary z obiektu z losowo zmiennym parametrem

 

 
 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 



Znana funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa

Niemierzalny losowy parametr obiektu

 Sformułowanie problemu

Charakterystyka obiektu: ( ) ,,uFy =
Losowy parametr obiektu:

( )yuF ,,1  
−=

– wzajemnie jednoznaczna funkcja względem 

( )NNNN YU ,=

( )LyL ==  dimdim,R

n – wartość zmiennej losowej         z przestrzeni   

( )f

Pomiary:    NNNN yyyYuuuU  2121 , ==

 

( ) ,,uF  
nu  

n

 

ny

 

( )NNN YU ,

 

N  F

 LR

Algorytm estymacji:



Metoda najmniejszych kwadratów

Założenie:

( ) ( )  +== ,
~

,, uFuFy

Charakterystyka obiektu:

  0=

E   


Var

Metoda najmniejszych kwadratów minimalizuje empiryczną wariancje

( ) ( )( )
=

−=
N

n

nnNNN uFy
N

YUVar
1

2

,
~1

,, 

Algorytm estymacji otrzymujemy rozwiązując zadanie:

( ) ( ) ( ) 


 ,,min,,, NNNNNNNNNNN YUVarYUVarYU


=→=

 

 
 

  

 



Metoda maksymalnej wiarogodności

Założenia:

Dla zadanego wejścia ,nu wyjście jest mierzoneNnyn ,,2,1, =

( ) ( )( ) Fy JyuFfuyf = − ,,;, 1  

gdzie jest macierzą JakobiegoFJ

( )
y

yuF
JF




=

− ,,1 

n wartość zmiennej losowej        z funkcją gęstości rozkładu prawdopodobieństwa     , ( )f

Sekwencja jest ciągiem wartości zmiennej losowej     Nnyn ,,2,1, = y

( ) ,,uFy =

Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej

Funkcja wiarogodności:

( ) ( ) ( )( )
=

−

=

==
N

n

Fnn

N

n

nnyNNN JyuFfuyfUYL
1

1

1

,,;,;,  

Estimation algorithm:

( ) ( ) ( )NNNNNNNNNNN UYLUYLYU ;,max;,, 
 

=→=

y



Metody Bayes’a

Gęstość rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori : 

( ) ( )  ( )( ) ( )


=== 


dUYfYULUYLEUYr NNNNNN

df

NN ;,,;,;,

Założenia:

 jest wartością zmiennej losowej        
o funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

,
( )f

Dodatkowo zakładamy, że

( ) ( )( ) Fy JyuFfuyf ,,; 1  
−=

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) 



 =

−

=

−





=
N

n

Fnn

N

n

Fnn

NN

dJyuFff

JyuFff

UYf

1

1

1

1

,,

,,

;











Algorytm estymacji:

( ) ( ) ( )
NNNNNNNNN UYrUYrYU ;,min;,, 

 
=→=



Estymacja parametrów charakterystyki 
statycznej obiektu

 

Niemierzalne 
wielkości 

losowe  

Wejście
e 

Wyjście 
 

Zakłócenia 
poiarowe 

Wynik 
pomiaru 

 

Estymata  
parametrów 

Obiekt 
identyfikacji 

 

 
System 

pomiarowy 

 

 

Algorytm 
estymacji 
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Niemierzalny losowy parametr w obiekcie oraz zakłócony 
pomiar wyjścia



Metoda najmniejszych kwadratów

Założenia:

 – zmienne losowe, takie że   ,0=

E   ,


Var

Empiryczna wariancja:

( ) ( ) ( )( )
=

+ −=
N

n

nnNNNz uFw
N

WUVar
1

2

,
~1

,, 

 

 

 

 
 

 
  

 

 

,z   ,0=zE
z

  zVar
z

Wyniki pomiarów są wartościami zmiennej losowej: ( ) zuFw ++= ,
~

  ,0=+
+

zE
z



  +

+
zVar

z




Algorytm estymacji otrzymujemy  w wyniku rozwiązania zadania:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 


 ,,min,,, NNNzNNNNzNNNN WUVarWUVarYU +


+ =→=



Pomiar wyjścia z zakłóceniami oraz 
losowo zmienny parametr obiektu

Pomiar wyjścia z zakłóceniami oraz losowo zmienny 
parametr obiektu

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

u  

wy,  

( )

n

uFy





=

= ,,
 

nu  mu

ny  
nw



Metoda maksymalnej wiarogodności

Założenia:

Dla zadanego ,nu są wartościami zmiennej losowejNnyn ,,2,1, =

n jest wartością zmiennej losowej o funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa, ( )f

( ) ,,uFy =

Funkcja nie jest wzajemnie jednoznaczna względem            , dlatego dodajemy 
i w konsekwencji otrzymujemy:

nz ,z ( )zf z

są wartościami zmiennej losowejNnwn ,,2,1, = ( )zyhw ,=

h yy =

( )zyhw ,=

yy =
Przekształcenie odwrotne: ( )wyhz z ,1−=

yy =

( )zy,

jest wartością zmiennej losowej o funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa



Metoda maksymalnej wiarogodności

Funkcja gęstości prawdopodobieństwa obserwowanej zmiennej  w

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) dyJJyuFfwyhfdyuywfuwf hFzzwyw ,,,;,,;, 11  
−−

 ==
YY

Funkcja wiarogodności:

( ) ( )

( )( ) ( )( ) dyJJyuFfwyhf

uwfUWL

h

N

n

Fnnzz

N

n

nnwNNN

 



=

−−

=

=

==

1

11

1

,,,

;,;,







Y

Algorytm estymacji:

( ) ( ) ( )NNNNNNNNNNN UWLUWLYU ;,max;,, 
 

=→=

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) Fhzzyhzzwy JyuFfJwyhfuyfJwyhfuywf ,,,;,,;,, 111  
−−− ==

Łączna gęstość rozkładu prawdopodobieństwa  pary zmiennych (w,y)



Metody Bayes’a

Założenia:

 Jest wartością zmiennej losowej     o rozkładzie , ( )fDodatkowo zakładamy, że 

Dla ustalonego parametru      oraz wejścia wartości wyjść są 
wartościami zmiennej losowej pod warunkiem, że oraz wejście jest równe .

 nu Nnyn ,,2,1, =
y  = u

są wartościami zmiennej losowej pod warunkiem, żeNnwn ,,2,1, = w  =

nz jest wartością zmiennej losowej       o funkcji gęstości prawdopodobieństwa,z ( )zf z

( )zyhw ,=
W konsekwencji 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) dyJJyuFfwyhfdyJuyfwyhfuwf hFzzyzzw ,,,;,; 111  
−−−

 ==
YY



Metody Bayes’a

Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori: 

( )
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )  

 

 =

−−

=

−−

=
N

n

hFnnzz

N

n

hFnnzz

NN

ddyJJyuFfwyhff

dyJJyuFfwyhff

UWf

1

11

1

11

,,,

,,,

;











Y

Y

Algorytm estymacji otrzymujemy rozwiązując zadanie:

( ) ( ) ( )
NNNNNNNNN UWrUWrWU ;,min;,, 

 
=→=

Ryzyko warunkowe:

( ) ( )  ( )( ) ( )


=== 


dUWfWULUWLEUWr NNNNNNNN ;,,;,;,
df





Wybór Optymalnego Modelu
Przypadek Deterministyczny

57



Podstawowe zadania identyfikacji
podsumowanie

58

Obiekt w klasie modeli Wybór optymalnego modelu
D

e

t

e

r

m

i

n

i

s

t

y

c

z

n

y

L

o

s

o

w

y

 

Obiekt 

identyfikacji 

 

 

 
 

 
 

),( *

Nuy =

( ) ( )


NNNN QQ min** =→

Model jest optymalny:
• dla zadanej serii pomiarowej
• przyjętego modelu
• przyjętego wskaźnika 

jakości identyfikacji

 

 

 

 

 

   … … 

 

( )ufu  

u  

u  

y  

nu  

ny  

y  

( )uyf y |
 

 

( )ufu

u  

u  

u  

yy,  

( )= ,uy  

( )  uuyuy
y

=== 
 

y  

( )uyf y
|  

 uuy
y

=

Pełna informacja
▪ Regresja I rodzaju

▪ Regresja II rodzaju

Niepełna informacja
• Estymacja wskaźnika jakości

• Estymacja parametrów rozkładu

• Estymacja rozkładu

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

u  

wy,  

( )

n

uFy





=

= ,,
 

nu  mu

ny  
nw

Metody:
▪ Najmniejszych 

kwadratów

▪ Maksymalnej 

wiarogodności

▪ Bayes’a

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 
 NN

NN

yyyY

uuuU





21

21 ,

=

=

Nn

uFy nn

,,2,1

),,(

=

= 

( ),NN UFY =

( ) ( )NNN

df

NN YUYUF ,,1  == −

 
 NN

NN

yyyY

uuuU





21

21 ,

=

=

( )NNNN YU ,=

( )NNNN WU ,=



Wybór optymalnego modelu -
Przypadek deterministyczny

 

 

 
  … … 

Obiekt 
identyfikacji

Model

Wskaźnik 
jakości 

identyfikacji

nynu

ny
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Wybór optymalnego modelu -
Przypadek deterministyczny

 

 

 
  … … 

Obiekt 
identyfikacji

Model

Wskaźnik 
jakości 

identyfikacji

nynu

ny
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Zadanie aproksymacji charakterystyki 
statycznej obiektu

 Sformułowanie 
problemu 
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Zadanie aproksymacji charakterystyki 
statycznej obiektu

 Sformułowanie problemu

Carakterystyka statczna obiektu: ( )uFy =

F

u

y

– znana funkcja

– wektor wejść

– wektor wyjść

Su RU 
Ly RY 

– przestrzeń wejśćU

Y – przestrzeń wyjść

Funkcja aproksymująca (model): ),( uy =



y



– arbitralnie zadana funkcja

– wektor wyjść modelu

– wektor parametrów modelu

Ly RY 
RR

uD – podzbiór przestrzeni wejść ( )uguU - funkcja wagi
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Zadanie aproksymacji charakterystyki 
statycznej obiektu

 Sformułowanie problemu

Miara różnicy pomiędzy wartością funkcji aproksymowanej i aproksymującej 
w punkcie u:

uu D ( ) ( ) ( )( ),,, uuFqyyq =

gdzie np.: ( ) ( )
=

−=
L

l

ll yyyyq
1

2)()(, ( ) 
=

−=
L

l

ll yyyyq
1

)()(, – wymiarowe wyjście

( ) ( ) ( ) ( )( )22
,, uuFyyyyq −=−=

( ) ( ) ( ),, uuFyyyyq −=−=

jednowymiarowe wyjście

L

)1( =L
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Zadanie aproksymacji charakterystyki 
statycznej obiektu

 Sformułowanie problemu

Wskaźnik jakości aproksymacji – miara różnicy pomiędzy funkcją 
Aproksymowaną           i aproksymującą               w obszarze ( )uF ),( u

( ) ( ) ( )
u

uuFQ
D

 ,−=

( ) ( ) ( )( ) ( )duuguuFqQ u

u

 =
D

 ,,

( ) ( ) ( ) ( )duuguuFQ u

u

 −=
D

 ,

 

 

 

np. :

uD
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Zadanie aproksymacji charakterystyki 
statycznej obiektu

( )uF ),( u

( ) ( ) ( )
u

uuFQ
D

 ,−=

( ) ( ) ( )( ) ( ) uguuFqQ u
u u

 ,,max =
D

( ) ( ) ( ) ( ) uguuFQ u
u u

 ,max −=
D

 

 

 

 

 

np.:

 Sformułowanie problemu

Wskaźnik jakości aproksymacji – miara różnicy pomiędzy funkcją 
Aproksymowaną           i aproksymującą               w obszarze uD
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Zadanie aproksymacji charakterystyki 
statycznej obiektu

 Sformułowanie problemu

Optymalny model: ),( *uy =

gdzie: * – optymalny wektor parametrów modelu: ( ) ( )


QQ


=→ min**
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Przypadek liniowo - kwadratowy

Model: ( ) ( )uuy T == ,

( )

( )

( )

( )

















=

u

u

u

u

R








2

1

df

gdzie np. : ( )



















=

−1

1

Ru

u
u




Wskaźnik jakości aproksymacji:

( ) ( ) ( )( ) ( ) duuguuFQ u

u

2

, −=
D



( ) ( ) ( )( ) ( ) duuguuFQ u

T

u

2

 −=
D



czyli:
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( )

( )

( )




















=

R

df










2

1



Przypadek liniowo - kwadratowy

Warunek konieczny optymalności wektora       :

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,02grad *

Ru

T duuguuuFQ

u

=













−−=  

 D

Rozwiązanie powyższego równania jest następujące:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )duuguuFduuguu uu

T

uu

 

−














=

DD

1

*

RR































=

0

0

0

0

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Przypadek liniowo - kwadratowy

Zauważmy że w rozwiązaniu występuje macierz:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
























=








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uRRuRuR

uRuu
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u

T

uuu
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u









DDD

DDD

DDD

D








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22212

12111
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Przypadek liniowo - kwadratowy

Jeżeli wybierzemy funkcje         ortonormalne czyli takie że:

( ) ( ) ( ) Rji
ji

ji
duuguu uji

u

,,2,1,,
for0

for1
=







=
= 

D

( )ui

Wówczas macierz :                                             jest macierzą jednostkową( ) ( ) ( ) I= duuguu u

T

u


D

i algorytm aproksymacji upraszcza się do postaci:

( ) ( ) ( )duuguuF u

u

 =
D

*
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Przypadek liniowo – kwadratowy 
Przykład

Charakterystyka statyczna obiektu (funkcja aproksymowana):

( ) 2uuFy ==

Model (funkcja aproksymująca):

( ) ( ) uuuy T )2()1(,  +===

Podzbiór przestrzeni wejść (odcinek):

( ) 







=








=

)2(

)1(

,
1






u
ugdzie:

 10: = uuu RD

Funkcja wagi: ( )
 
 







=

1,0for0

1,0for

u

uu
ugu

Wskaźnik jakości aproksymacji: ( ) ( ) ( )( ) ( ) duuguuFQ u

T

u

2

 −=
D


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Przypadek liniowo – kwadratowy 
Przykład

Interpretacja graficzna:
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Przypadek liniowo – kwadratowy 
Przykład

( ) ( ) ( )( ) ( )   duu
u

uduuguuFQ u

T

u

 




















−=−=

1

0

2

)2()1(2
2 1


D

a rozwiązanie ma postać:

( )   2

1

0

)*2()*1(2 0
11

2grad =
















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



















−−=  duu

uu
uQ 



Wskaźnik jakości aproksymacji przyjmuje postać:

 


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
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

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

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
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

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

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
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

−

−
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1

0

2

1

0

2

1

0

1

0

2

1
1

0

*
1

1
1



Warunek konieczny optymalności jest następujący:
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Przypadek liniowo – kwadratowy 
Przykład
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
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

Po prostych przekształceniach otrzymujemy:
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Przypadek liniowo – kwadratowy 
Przykład

3.02.1 −= uy

Model optymalny:

Interpretacja graficzna:
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Wybór optymalnego modelu -
Przypadek deterministyczny

 

 

 

 

 

   … … 

Obiekt 
identyfikacji

nynu

ny

( ),u

( )NQ
*
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Wybór optymalnego modelu -
Przypadek deterministyczny

 Sformułowanie problemu

Eksperyment:    NNNN yyyYuuuU  2121 , ==

Funkcja aproksymująca (model): ),( uy =

Miara różnicy pomiędzy wartością zmierzoną wyjścia obiektu i wartością 
wyznaczoną z modelu dla tej samej wartości wejścia, tj. dla każdego pomiaru:

Nn ,,2,1 = ( ) ( )( ),,, nnnn uyqyyq =
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Wybór optymalnego modelu -
Przypadek deterministyczny

 Sformułowanie problemu

Wskaźnik jakości identyfikacji ( ) ( )
NUNNN YYQ  −=

gdzie: ( ) ( ) ( ) ( )  ,,, 21 N

df

N uuuY = 

( ) ( ) ( )( )
==

==
N

n

nnn

N

n

nnnN uyqyyqQ
11

,,, 

( ) ( )
==

−=−=
N

n

nn

N

n

nnN uyyyQ
11

,

np. :
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Wybór optymalnego modelu -
Przypadek deterministyczny

 Sformułowanie problemu

Wskaźnik jakości identyfikacji ( ) ( )
NUNNN YYQ  −=

gdzie: ( ) ( ) ( ) ( )  ,,, 21 N

df

N uuuY = 

( ) ( )  ( )( )  ,,max,max
11

nnn
Nn

nnn
Nn

N uyqyyqQ ==


( )   ( )  ,maxmax
11

nn
Nn

nn
Nn

N uyyyQ −=−=


np. :
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Wybór optymalnego modelu -
Przypadek deterministyczny

 Sformułowanie problemu

Model optymalny: ),( *

Nuy =

 

Obiekt 

identyfikacji 

 

 

 
 

 
 

Model jest optymalny:
• dla zadanej serii pomiarowej
• przyjętego modelu
• przyjętego wskaźnika 

jakości identyfikacji

( ) ( )


NNNN QQ min** =→

80



81

gdzie: 
* – optymalny wektor parametrów: ( ) ( )


QQ


=→ min**

),( *uy =

( ) ( ) ( )( ) ( )duuguuFqQ u

u

 =
D

 ,,

   NNNN yyyYuuuU  2121 , == ),( *

Nuy =

( ) ( )


NNNN QQ min** =→

( )uFy =

Zadanie aproksymacji

gdzie: – optymalny wektor parametrów: 

( ) ( ) ( )( )
==

==
N

n

nnn

N

n

nnnN uyqyyqQ
11

,,, 

Zadanie identyfikacji



Przypadek liniowo – kwadratowy 
Przykład

Model: ( ) ( ) uuuy T )2()1(,  +===

( ) ,
1








=

u
u

gdzie:









=

)2(

)1(






Eksperyment:    NNNN yyyYuuuU  2121 , ==

 

 

 

 

 Wskaźnik jakości identyfikacji:

( ) ( ) ( )( )
==

−=−=
N

n

n

T

n

N

n

nnN uyyyQ
1

2

1

2

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
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


2

1

np..:

( ) ( ) uuuy T )2()1(,  +===Model:



Przypadek liniowo – kwadratowy 
Przykład

( ) ( )( ) ( ) 2

1

* 02grad =−−= 
=

n

N

n

n

T

NnN uuyQ 


Warunki konieczne optymalności mają postać

Rozwiązanie powyższego równania przyjmuje postać:
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a po podstawieniu i przekształceniach:
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Przypadek liniowo – kwadratowy
Algorytm rekurencyjny

Wektor parametrów      wyznaczamy na podstawie  N pomiarów

Pojawia się nowy N+1 pomiar 

Jak wyznaczyć (poprawić) parametr korzystając z nowego pomiaru?

84

( ) ( ) ( )n

N

n

n

N

n

n

T

nN uyuu  
=

−

=









=

1

1

1

*

*

N

11, ++ NN yu

( )11

**

1 ,, +++ = NNNN yuA

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







+








+

=







=

++

=

−

++

=

+

=

−
+

=

+





11

`

1

1

11

1

`1

1

1
1

1

*

1

NNn

N

n

nN

T

N

N

n

n

T

n

n

N

n

n

N

n

n

T

nN

uyuyuuuu

uyuu





( ) ( ) ( )( )
==

−=−=
N

n

n

T

n

N

n

nnN uyyyQ
1

2

1

2


( ) ( ) ( )( )
+

=

+

=

+ −=−=
1

1

2
1

1

2

1

N

n

n

T

n

N

n

nnN uyyyQ 

   NNNN yyyYuuuU  2121 , ==



Przypadek liniowo – kwadratowy
Algorytm rekurencyjny

Przydatne przekształcenia algebraiczne:

( ) ( ) 1111111 −−−−−−− +−=+ CABCADBAACBDA

=B

11 =−
D

T=C

– wektor kolumnowy

( ) ( ) 111111
1 −−−−−−
+−=+ AAAAA

TTT 

11 −=−
D

( ) ( ) 111111
1 −−−−−−
−+=− AAAAA

TTT 



Przypadek liniowo – kwadratowy
Algorytm rekurencyjny

Oznaczmy przez: 

       

Niech:

Powyższe przyjmuje postać:
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Przypadek liniowo – kwadratowy
Algorytm rekurencyjny

gdzie:

( )

( )N

T

NNNN

N

n nnN

T

NN

NN

T

N

NNN
N

n

nnN

NN

T

N

N

n nnN

T

NNNNNN
N

n

nnN

NN

T

N

N

n nnN

T

NNNNN

T

NNNNNN

T

NNNNNNN
N

n

nnN

NN

T

N

NNN

T

NNN
N

n

nn

NN

T

N

N

T

NNN

NNN

N

n

nnN

NN

N

n

nnN

NN

T

N

T

NN

NNN

yK

yPy
P

yP
yP

y
P

yPPyP
yP

P

yPPPyPPyPyP
yP

P

yPP
y

P

PP
yPyP

yyP
P

PP



































111

*

111

11

11

1

11

11111

1

11

1111111111111

1

11

1111

111

11

11

1

11

111

11*

1

1

1

1

11

1

+++

=++

++

++

=

++

=++++

=

++

=++++++++++++

=

++

++++

=++

++

++

=

++

=++

++

+

−+=

+
+

+=

=
+

−
+=

=
+

−−+
+=

=
+

−
+

−+=

=







+














+
−=













11

1

1
1 ++

+

+
+

=
NN

T

N

NN

N
P

P
K







Przypadek liniowo – kwadratowy
Algorytm rekurencyjny

Podsumowując, otrzymujemy następujący algorytm
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Wybór optymalnego modelu,  a sieci 
neuronowe – szczególny przypadek
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Model neuronu (wyrwany z sieci)
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Model neuronu (uproszczenie)

91

𝜮.

.

.

.

.

.

yκ

 TS 10= ( ) ( ) ( ) TSuuu 11=

( ) ( )( )uuy T
S

s

s

s  =







+= 

=1

0 Φ – funkcja aktywacji
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Uczenie neuronu
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Uczenie neuronu
reguła delta
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Sieć wielowarstwowa

100

 



Model neuronu (wyrwany z sieci)
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Sieć wielowarstwowa
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Wybór Optymalnego Modelu
Przypadek Probabilistyczny
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Typowe zadania identyfikacji

Pomiar bez
 zakłóceń

Wyznaczenie 
parametrów 

charakterystyki 
obiektu

Obiekt
Identyfikacji

Znana 
charakterystyka 

obiektu

Obiekt
w klasie 
modeli

Nie jest znana
charakterystyka

obiektu

Wybór
Optymalnego

modelu

Pomiar z
 zakłóceniami

Estymacja 
parametrów 

charakterystyki 
obiektu

Obiekt
 deterministyczny

Wybór 
optymalnego 

modelu problem 
deterministyczn

y

Obiekt 
losowy

Wybór 
optymalnego 

modelu problem 
probabilistyczny
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Podstawowe zadania identyfikacji
podsumowanie
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Obiekt w klasie modeli Wybór optymalnego modelu
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Model jest optymalny:
• dla zadanej serii pomiarowej
• przyjętego modelu
• przyjętego wskaźnika 

jakości identyfikacji
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Pełna informacja
▪ Regresja I rodzaju

▪ Regresja II rodzaju

Niepełna informacja
• Estymacja wskaźnika jakości

• Estymacja parametrów rozkładu

• Estymacja rozkładu
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Metody:
▪ Najmniejszych 

kwadratów

▪ Maksymalnej 

wiarogodności

▪ Bayes’a
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Są wartościami pary 
zmiennych losowych 



Wybór optymalnego modelu w 
warunkach losowych

 Obiekt identyfikacji z losowo zmienną wielkością 

 

 
 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

108



Wybór optymalnego modelu w 
warunkach losowych

 Sformułowanie problemu

Charakterystyka statyczna obiektu identyfikacji : ( ),uFy =

– wartość zmiennej losowej         (losowo zmienna wielkość  w obiekcie)

( )yuF ,1−= 

– funkcja wzajemnie jednoznaczna względem       , 
   a zatem istnieje funkcja odwrotna : 

( ),LR

F

n 

– wartość zmiennej losowej – przekształcenie zmiennej losowej ny y 

( )f



- funkcja gęstości rozkładu  prawdopodobieństwa zmiennej losowej   
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Wybór optymalnego modelu w 
warunkach losowych

 

 

 

 

 

 

 

 

Warunkowa gęstość rozkładu prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej       , pod warunkiem, że zmienna
losowa :       

y
uu =

( ) Fy JyuFfuyf = − ),()|( 1



y

yuF
JF




=

− ),(1



gdzie

– wartość zmiennej losowej   ,  
o gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 

nu u
( )ufu

Wejście i wyjście       są wartościami pary
zmiennych losowych 

nu ny
),( yu

LS yu RYRU  ,
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( ) Nnyu nn ,,2,1,, =

( )yu,
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Są wartościami pary 
zmiennych losowych 



Wybór optymalnego modelu w 
warunkach losowych

Dwa możliwe przypadki

Pełna informacja probabilistyczna Niepełna informacja probabilistyczna

łączna gęstość rozkładu prawdopodobieństwa
               pary zmiennych losowych            ( )yuf ,

lub
warunkowa gęstość rozkładu 
prawdopodobieństwa

i brzegowa 

są znane

( )uyf y

( )ufu

łączna gęstość rozkładu prawdopodobieństwa
pary zmiennych losowych            istnieje 
ale nie jest znana
W zamian dysponujemy pomiarami:

które  są wartościami pary zmiennych 
losowych 

( )yu,

( ) Nnyu nn ,,2,1,, =

( )yu,

( )yu,
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Pełna informacja probabilistyczna

( ) )(),( ufuyfyuf uy =

Model: ( )uy =

Wskaźnik jakości: ( ) ( )( )  ( )( ) ( ) dudyyufuyquyqEQ
yu

,,,
,   ==

U Y

Model optymalny: ( ) ( )=→


QQ min**

)(* uy =

 

Obiekt 
identyfikacji 

  

  

 
 

- jest znane

- szukamy funkcji 
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Pełna informacja probabilistyczna

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) ( )duufdyuyfuyquuuyqEEQ uy
yu  












=







==

U Y

,,
,

Dla ustalonego      warunkowa wartość oczekiwana  ma postać:u

( ) ( )( )  ( )( ) ( )dyuyfuyquuuyqEuQ y
y

u  ===
Y

,,)(

( ) ( )( )
( )

( )( )uQuQu u
u

u =→

min**

Dla :    yyyyyyq
T

−−=),(

Wskaźnik jakości ma postać:

( )( ) ( )  ( )   ( )  ( )  ( ) −−==−−=
Y

dyuyfuyuyuuuyuyEuQ y

TT

y
u

Optymalny model otrzymujemy:
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Pełna informacja probabilistyczna

 Regresja I rodzaju

  ( )dyuyfyuuyEuy
y ====

Y

)(*

 

 

 

 

  

 

 

( )( ) ( )  ( )   ( )  ( )  ( ) −−==−−=
Y

dyuyfuyuyuuuyuyEuQ y

TT

y
u

W wyniku minimalizacji 
powyższego wskaźnika 
względem             
otrzymujemy optymalny 
model: 

( )u
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Pełna informacja probabilistyczna

 Przykład regresja I rodzaju dla rozkładu normalnego

Łączna gęstość rozkładu pary zmiennych losowych            ma postać:( )yu,

( ) ( )



































−































−








−= −−

+
−

y

u

T

y

u
SL

m

m

y

u

m

m

y

u
yuf 12

1
1

2

2

1
exp2, 

gdzie :    – macierz kowariancji, 











=

yyyu

uyuu

Warunkowa funkcja gęstości prawdopodobieństwa ma postać:

( ) ( ) ( ) ( )







−−−= −−−

uyuy

T

uyuy

L

y mymyuyf 12

1

1
2

2

1
exp2

yu mm , - wartości oczekiwane zmiennych losowych odpowiednio : u i y
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Pełna informacja probabilistyczna

 Przykład regresja I rodzaju dla rozkładu normalnego

Macierz kowariancji: uyuuyuyyuy
−= −1

Wartość oczekiwana: ( )uuuyuyuy
mumm −+= −1

Optymalny model:   ( )uuuyuyuy
y

mummuuyEuy −+===== −1* )(

bAuuy +== )(*

gdzie:

uuuyuy

uuyu

mmb

A

1

1

−

−

−=

=

( ) ( ) ( ) ( )







−−−= −−−

uyuy

T

uyuy

L

mymyuyf 12

1

1
2

2

1
exp2
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Pełna informacja probabilistyczna

Model: ),( uy =

Wskaźnik jakości: ( ) ( )( )  ( )( ) ( ) dudyyufuyquyqEQ
yu

,,,,,
,   ==

U Y



Optimalny model:  

( ) ( )


QQ


=→ min**

),( *uy =

 zadana funkcja, – wektora parametrów modelu

RLS yu RRYRU  ,,

- szukamy wektora parametrów  
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Pełna informacja probabilistyczna

 Regresja II rodzaju

   yyyyyyq
T

−−=),(

 

( )ufu

u  

u  

u  

yy,  

( )= ,uy  

( )  uuyuy
y

=== 
 

y  

( )uyf y
|  

 uuy
y

=

( ) ( )  ( ) 

( ) dudyyuf

uyuyQ
T

,

,,



−−=  
UY



Dla:

( ) ( )


QQ


=→ min**

),( *uy =
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Pełna informacja probabilistyczna

( ) ( ) ,~?~* uu

Wskaźnik jakości:

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) dudyyufuyuyEQ
yu

,,,
22

,   −=−=
U Y



Przyjmując:

( )0)()( =−  uu oraz )()|(),( ufuyfyuf uy= otrzymujemy:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) dudyufuyfuuuyQ uy  −+−=
U Y

2** ,

Czy jest jakaś relacja pomiędzy regresją I rodzaju i II rodzaju ?
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Pełna informacja probabilistyczna

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) duufdyuyfuu

duufuudyuyfuy

duufuQ
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 



 

 

 

−+

+−−+

+=

=−+

+











−−+

+−=



U Y

U Y

U

U Y

U Y

U Y
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2*
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2*

,

,2

,

,2










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Pełna informacja probabilistyczna

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )  ( ) ( )( ) ( )
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
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Pełna informacja probabilistyczna

( ) ( ) ( )( ) ( ) −=→

U

duufuuQ u

2* ,minmin 


( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )  −+−=
UU Y

duufuududyyufuyQ u

2*2* ,, 

Regresja I rodzaju Funkcja wagi

Regresja II rodzaju jest najlepszym przybliżeniem regresji I rodzaju
 z funkcją wagi będącą gęstością rozkładu prawdopodobieństwa wejścia

124



Zadanie aproksymacji charakterystyki 
statycznej obiektu

 Sformułowanie 
problemu 
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Pełna informacja probabilistyczna

 Relacja pomiędzy 
regresją I rodzaju a 
regresją II rodzaju
o Regresja II rodzaju jest 

najlepszym przybliżeniem 
regresji I rodzaju z funkcją 
wagi będącą gęstością 
rozkładu 
prawdopodobieństwa 
wejścia

 

( )ufu

u  
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yy,  

( )= ,uy  

( )  uuyuy
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 uuy
y
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Wybór optymalnego modelu w 
warunkach losowych

Dwa możliwe przypadki

Pełna informacja probabilistyczna Niepełna informacja probabilistyczna

łączna gęstość rozkładu prawdopodobieństwa
               pary zmiennych losowych            ( )yuf ,

lub
warunkowa gęstość rozkładu 
prawdopodobieństwa

i brzegowa 

są znane

( )uyf y

( )ufu

łączna gęstość rozkładu prawdopodobieństwa
pary zmiennych losowych            istnieje 
ale nie jest znana
W zamian dysponujemy pomiarami:

które  są wartościami pary zmiennych 
losowych 

( )yu,

( ) Nnyu nn ,,2,1,, =

( )yu,

( )yu,
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Niepełna informacja probabilistyczna

Łączna gęstość rozkładu 

prawdopodobieństwa

pary zmiennych losowych

            istnieje 

ale nie jest znana

W zamian dysponujemy 

pomiarami:

które  są wartościami 

pary zmiennych 

losowych 

( )yu,

( ) Nnyu nn ,,2,1,, =

( )yu,

 

( )ufu  

u  

u  

y  

nu  

ny  

y  

( )uyf y |
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Typowe podejścia

 Estymacja wskaźników jakości

 Estymacja parametrów rozkładu prawdopodobieństwa

 Nieparametryczna estymacja gęstości rozkładów 
prawdopodobieństwa
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie wskaźników jakości

Eksperyment:

Dla ustalonego wejścia:  
dokonujemy wielokrotnego pomiaru 
wyjścia      .

W wyniku otrzymujemy:

gdzie: 

         – liczba pomiarów wyjścia dla 
ustalonego wejścia      .

nu

nmy

( ) NnMmyu nnmn ,,2,1,,,2,1,,  ==

nM

nu

N


=

=
N

n

nMN
1

– liczba różnych wartości wejść

– liczba wszystkich pomiarów

u

nu

nmy

'nu

''mny

u

y
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie wskaźników jakości

Oszacowanie wskaźnika jakości:

dla

              


=

=
N

n

nMN
1

( ) ( )( )
( )

( )( )nuM
u

nMuMnM uQuQu
n

n
nnn

=→

min**

( )nM u
n

* Nn ,,2,1 =

( )( ) ( )( )  ( )( ) ( )dyuyfuyquuuyqEuQ y
y

u |,|,  ===
Y

Nnuu n ,,2,1, ==
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie wskaźników jakości

Dla

Wskaźnik jakości:

dla ustalonego 

( )( ) ( )  ( )   ( )  ( )  ( ) −−==−−=

Y

dyuyfuyuyuuuyuyEuQ y

TT

y
u 

  ( )dyuyfyuuyEuy
y ====

Y

)(*


=
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m
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n

n Nny
M

y
1

21
1

,,,

Estymacja funkcji regresji  I rodzaju:

( )    yyyyyyq
T

−−=,

nuu =

( )( ) ( )  ( ) 
=
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M
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T
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nuM uyuy
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1

1
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie wskaźników jakości

Oszacowanie wskaźnika jakości:

lub

( ) ( )( )
=

=
N

n

nnN uyq
N

Q
1

,
1



( ) ( )( )
= =

=
N

n

M

m

nnmN

n

uyq
N

Q
1 1

,,
1



( ) ( )


NNNN QQ


=→ min**

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) dudyyufuyuyEQ
yu  −=−=

UY

,,,
22

,

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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

Estymacja parametrów gęstości rozkładu prawdopodobieństwa

Parametry gęstości rozkładu prawdopodobieństwa nie są znane

- known function,  - nieznany wektor parametrów

Funkcja wiarogodności

( ) ( ) ,,, yufyuf =

f A

( ) ( )
=

=
N

n

nnNN yufYUL
1

,,,,  

134



Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

Oszacowanie:
( ) ( ) ( )


,,max,,, NNNNNNNNN YULYULYU

A
=→=
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Regresja I rodzaju

Wskaźnik jakości:

Wskaźnik jakości: ( ) ( )( ) ( ) dudyyufuyqQ NNN
  ,,,,,  =

UY

( ) ( )NN NNNN
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

– zmienna losowa, funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa
istnieje lecz nie jest znana. dim x= P

Obserwacje:

Estymator Parzena :

gdzie: 
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

Przykłady funkcji jądra 
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

Estymator Parzena funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
pary zmiennych losowych          :

Estymator Parzena funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa 
zmiennej losowej u : 
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

Estymator Parzena funkcji gęstości rozkładu warunkowego 
prawdopodobieństwa              :( )uyf y
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

Konsekwentnie:

Dla: 
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Regresja I rodzaju
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

Dla specjalnej postaci funkcji            , takiej że                              mamy: ( )yK y ( ) ( )yKyK yy −=
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Niepełna informacja probabilistyczna
Empiryczne oszacowanie rozkładów prawdopodobieństwa 

Optimalny model: 
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Podstawowe zadania identyfikacji
podsumowanie
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Obiekt w klasie modeli Wybór optymalnego modelu
D

e

t

e

r

m

i

n

i

s

t

y

c

z

n

y

L

o

s

o

w

y

 

Obiekt 

identyfikacji 

 

 

 
 

 
 

),( *

Nuy =

( ) ( )


NNNN QQ min** =→

Model jest optymalny:
• dla zadanej serii pomiarowej
• przyjętego modelu
• przyjętego wskaźnika 

jakości identyfikacji

 

 

 

 

 

   … … 

 

( )ufu  

u  

u  

y  

nu  

ny  

y  

( )uyf y |
 

 

( )ufu

u  

u  

u  

yy,  

( )= ,uy  

( )  uuyuy
y

=== 
 

y  

( )uyf y
|  

 uuy
y

=

Pełna informacja
▪ Regresja I rodzaju

▪ Regresja II rodzaju

Niepełna informacja
• Estymacja wskaźnika jakości

• Estymacja parametrów rozkładu

• Estymacja rozkładu
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Dziękuję za uwagę
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